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Avertissement
Ce mémoire omporte un préambule qui vise à présenter de manière a-
essible les idées qui ont mené à e travail de thèse. Aux leteurs réfrataires
ou étrangers aux symboles mathématiques, je propose de ne lire que es pre-
mières pages.
Ensuite viennent la table des matières et le orps prinipal de e mé-
moire. Les publiations auxquelles a donné lieu le travail de ette thèse sont
reproduites en appendie, avant les référenes bibliographiques.
Ce mémoire a été érit dans une double démarhe, elle tout d'abord de
rendre ompte de mes travaux et elle ensuite de proposer une exposition
pédagogique du formalisme que j'ai utilisé. Loin de prétendre rivaliser ave
les diérents livres et ours sur le sujet, ette exposition vise à en onilier
les diérentes approhes et à unier autant que faire se peut les onventions,
pour fournir au leteur un ontenu homogène, qui, je l'espère, sera utile à de
futurs thésards.
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Préambule
La desription du monde physique repose atuellement sur deux modèles
standards. Avant d'en exposer les grandes lignes, nous devons expliquer la
diérene entre le monde lassique et le monde quantique. Nous désignerons
par le monde lassique le monde physique orrespondant aux éhelles de
tailles (de manière équivalente, de durée, d'énergie) humaines, 'est-à-dire
entre le miromètre et le milliard de kilomètres. Hormis quelques exeptions,
tous les systèmes de ette taille vérient le même ensemble de lois physiques
que nous appelons théories lassiques. La physique des éhelles inférieures,
dites mirosopiques, est dérite par des théories quantiques, où les degrés
de liberté, les paramètres qui rendent ompte de l'évolution d'un système
donné, sont fondamentalement diérents des degrés de liberté lassiques.
Comme l'intuition peut nous l'indiquer, les deux mondes se sont pas étrangers
l'un à l'autre : la physique mirosopique détermine un grand nombre de
paramètres qui interviennent dans les modèles lassiques. La physique des
éhelles supérieures, dites marosopiques, rassemblant la osmologie, l'as-
trophysique et l'astronomie, a un statut beauoup moins lair. La plupart des
théories marosopiques sont en fait des théories lassiques (et quantiques)
qui sont appliquées à des éhelles de distane et de durée plus grandes et qui
sont ajustées pour dérire une grande partie des phénomènes observés, mais
le domaine de validité de es extrapolations est enore inonnu.
Le premier modèle, appelé simplement modèle standard, est un modèle
unié de la physique mirosopique. Il dérit le omportement des partiules
élémentaires, de leurs omposés, de leurs interations. Il dérit le monde
mirosopique, aussi bien la matière
1
que trois interations fondamentales sur
les quatre onnues
2
. Jusqu'à présent il a été validé par toutes les observations
expérimentales mirosopiques que nous avons pu faire et donnerait entière
satisfation s'il ne omportait pas un grand nombre
3
de paramètres, parmi
1
Par exemple, l'életron est une partiule élémentaire, le proton et le neutron, qui
onsituent le noyau des atomes, sont des omposés de diérents quarks.
2
L'életromagnétisme, l'interation nuléaire faible et l'interation nuléaire forte sont
dérits par le modèle standard, mais pas la gravitation.
3
plus d'une entaine
vii
lesquels la masse de l'életron par exemple, et s'il ne supposait pas l'existene
d'une partiule enore non détetée : le boson de Higgs.
Le seond modèle, appelé modèle standard osmologique, est un mod-
èle global de la physique marosopique, 'est-à-dire qu'il dérit un ertain
nombre de propriétés de l'univers onsidéré dans son ensemble, omme par
exemple les propriétés du fond de radiation osmologique, les propriétés de
distribution de la matière dans l'univers, les propriétés d'isotropie et d'ho-
mogénéité de l'espae-temps. À e stade, nous devons faire la diérene entre
e modèle et les théories marosopiques que nous avons présentées omme
des extrapolations lassiques et quantiques. Ces théories sont des modèles
phénoménologiques qui dérivent l'évolution d'un système partiulier, par ex-
emple la formation, la vie et la n d'une étoile ou la dynamique d'une galaxie.
Par ontre, le modèle standard osmologique vise à dérire de manière uniée
le omportement à grande éhelle de l'univers et onstitue ainsi un premier
pas vers une théorie osmologique uniée. Cependant les réponses qu'il ap-
porte sont beauoup plus partielles que elles du modèle standard. Il suppose
l'existene d'un phénomène d'ination dont il ne donne pas l'expliation, et
n'éluide pas le problème de la onstante osmologique par exemple, dont
auune théorie atuelle ne permet de prédire la valeur très faible mais non
nulle déterminée par les mesures astronomiques.
Pour omprendre pourquoi le seond modèle parait moins eae, il faut
revenir sur la distintion que nous avons faite entre les deux modèles. Nous
avons distingué un modèle uniant la physique mirosopique et un modèle
visant à unier la physique marosopique. Mais la démarhe intelletuelle qui
a mené à la onstrution de es modèles a pour but d'isoler des onstituants
fondamentaux mirosopiques à partir desquels on onstruit la physique à
toutes les éhelles supérieures. Comme la gravitation joue un rle négligeable
aux éhelles mirosopiques auxquelles nous avons aès, le modèle standard
n'inlut pas ette interation. Aux éhelles humaines, la théorie lassique de
la gravitation (la relativité générale), rend ompte parfaitement des résul-
tats expérimentaux. La gravitation, bien que très faible, est une interation
auxquels tous les onstituants fondamentaux sont sensibles et dont les eets
attratifs sont umulatifs
4
. Aux éhelles marosopiques la gravitation joue
4
En l'état atuel des onnaissanes, la seule interation gravitationnelle répulsive
viii
don un rle primordial, omme les observations astronomiques permettent
de la onstater. Le modèle standard osmologique dérit la matière et les
trois interations autres que la gravitation à l'aide du modèle standard ou
de théories eetives lassiques et y inorpore la théorie lassique de la grav-
itation. Si l'on s'en tient à la démarhe initiale, il manque don une théorie
mirosopique de la gravitation à partir de laquelle on expliquerait le om-
portement lassique de ette interation et les observations osmologiques
enore non expliquées.
Malheureusement, auune théorie mirosopique de la gravitation n'est
enore pleinement satisfaisante. À la diulté de onstruire une telle théorie
s'ajoute elle de onevoir des expérienes permettant d'en tester les prédi-
tions expérimentales. Devant et obstale, on peut imaginer de remettre en
ause, pour la gravitation, la démarhe dédutive, qui suppose la physique
lassique et marosopique déterminée par la physique mirosopique. Ce
faisant, on perd a priori toute hane d'obtenir une uniation au niveau
du formalisme utilisé dans les modèles standards, elui de la théorie des
hamps, lassique pour la gravitation, quantique pour le reste. En pratique
les modèles onstruits dans ette perspetive ne sont que phénoménologiques
et n'orent pas de réponses meilleures que elles du modèle standard os-
mologique. C'est pourquoi les tentatives les plus sérieusement onsidérées
sont elles visant à onstruire une théorie mirosopique de la gravitation.
Dans une telle théorie, il existe une éhelle mirosopique où les eets quan-
tiques se font sentir. Des onsidérations dimensionnelles indiquent que ette
éhelle orrespond une distane aratéristique, appelée longueur de Plank
5
,
de l'ordre de 10−35 mètres, ou une énergie de Plank 6 égale à 1019 GeV. No-
tons que, même dans l'hypothèse où les eets quantiques de la gravitation
sont très importants, le modèle standard n'est pas remis en ause, puisqu'il
ne dérit la physique que jusqu'à une éhelle maximale de 1015 GeV et que
provient de la onstante osmologique et elle est extrêmement faible.
5
Si ette distane était elle entre nos pieds et notre tête, l'életron serait grand omme
la longueur de la galaxie, 'est-à-dire environ ent mille années-lumière.
6
Cette énergie orrespond à l'énergie néessaire pour élever de mille mètres une loo-
motive de ent tonnes. Elle orrespond aussi à l'énergie de repos d'une masse de 10 mi-
rogrammes, 'est-à-dire l'énergie qu'on obtiendrait si une poussière de 5 mirogrammes
de matière s'annihilait ave une poussière de 5 mirogrammes d'antimatière.
ix
les expérienes ne sondent que des énergies inférieures à 104 GeV.
Si les autres interations sont ignorées, il est possible de se foaliser sur
la gravitation à une éhelle d'énergie prohe de l'éhelle de Plank. Ce hoix
a été fait pour la théorie de gravité quantique de boule
7
. Construite à par-
tir des prinipes fondamentaux de la relativité générale, elle vise, à travers
un formalisme novateur de réseaux de spins, entité mathématique ensée
dérire la struture de l'espae-temps quantique, à donner un modèle o-
hérent du omportement mirosopique de la gravitation. Ce formalisme fait
malheureusement la faiblesse de ette théorie, puisqu'il est enore impossible
de faire le lien ave le formalisme de la théorie des hamps du modèle stan-
dard : la limite de grande
8
éhelle de longueur et de faible ourbure n'est pas
onnue. Cette théorie a don moins de suès que la théorie des ordes qui
prend ses raines
9
dans le modèle standard. La théorie des ordes reprend
exatement le même formalisme de la théorie des hamps, suit la même dé-
marhe qui a mené de la méanique lassique à la méanique quantique puis
à la théorie des hamps. Mais au lieu de onsidérer que l'entité fondamen-
tale est une partiule pontuelle à zéro dimension, elle introduit un objet
à une dimension appelé orde. Comme ette orde est supposée avoir une
dimension de l'ordre de la longueur de Plank, à toutes les éhelles de la
physique onnue, on la voit omme une partiule pontuelle. La orde est
don la brique ommune à toutes les partiules onnues ou prédites par les
théories préédentes. La théorie fait même un lien plus profond : une même
orde peut être telle ou telle partiules selon la façon dont elle vibre et dont
ses extrémités sont xées. De même qu'une orde de guitare émet plusieurs
notes, la orde peut  jouer  diérentes partiules. Une orde fermée, nouée
omme un laet, pourra orrespondre au graviton, la partiule qui véhiule
la gravitation, alors qu'une orde ouverte, libre omme un bout de elle ou
attahée à des parois partiulières appelées D-branes, pourra orrespondre à
d'autres interations ou à des partiules de matière. La théorie des ordes
propose ainsi un modèle unié du monde physique onnu, e qui en a fait le
7
loop quantum gravity en anglais
8
devant la longueur de Plank
9
et même ses raines historiques, puisque la théorie des ordes a été dans ses débuts
un modèle  infrutueux  de l'interation forte.
x
suès depuis près de quarante ans.
Cependant, deux diultés majeures atténuent la portée de ette théorie.
La première est une diulté tehnique. Même si le formalisme de la théorie
des hamps pour la partiule pontuelle est un guide préieux, hoisir la orde
omme entité fondamentale introduit de nouveaux problèmes dont les solu-
tions sont loin d'être onnues à l'heure atuelle. Par exemple, le formalisme
de la théorie des hamps permet de dérire une innité de degrés de liberté,
alors qu'en théorie des ordes seul le formalisme permettant de dérire un
nombre ni de degrés de liberté a été orretement posé. Le formalisme qui
permettrait de dérire la réation et l'annihilation des ordes est enore en
gestation. Ainsi, tout un ensemble d'eets quantiques est enore impossible à
dérire en théorie des ordes. Un autre exemple partiulièrement aratéris-
tique est la diulté à séletionner l'état de vide. En eet, la théorie des
ordes prédit l'existene d'un nombre immense (mais ni a priori) de vides,
qui forment e qu'on appelle le paysage des vides
10
. Les ritères qui permet-
traient de hoisir un vide parmi toutes les possibilités prédites par la théorie
ne sont pas onnus, ni eux qui indiqueraient si le ou les vides séletionnés
sont ompatibles ave le modèle standard.
La seonde diulté, qui n'est pas étrangère à la première, provient de
la manière dont la théorie des ordes a été onstruite. Façonné dans une
démarhe qui a mené à l'établissement du modèle standard, le formalisme
de la théorie des ordes reste éloigné des prinipes de la relativité générale,
notamment le prinipe d'indépendane vis-à-vis du fond selon lequel les lois
de la physique s'érivent de la même façon quels que soient l'observateur ou
la géométrie
11
onsidérés. En l'absene d'un formalisme permettant d'implé-
menter e prinipe, il est diile de répondre aux questions susitées par
la relativité générale et d'aller plus loin que les eets semi-lassiques de la
gravitation quantique
12
. En eet, la théorie des ordes n'est dénie qu'au-
tour de l'espae-temps de Minkowski et pour des ongurations géométriques
10
tradution personnelle de landsape
11
La relativité générale établit un lien anonique entre gravitation et géométrie. Un
observateur plaé dans un hamp gravitationnel peut loalement se plaer dans un système
de oordonnées, 'est-à-dire hoisir une géométrie, où le hamp gravitationnel est nul.
12
'est-à-dire l'inuene d'un hamp gravitationnel lassique sur un système quantique
partiulières, majoritairement statiques. L'étude des ongurations gravita-
tionnelles non triviales, si possible inorporant des ingrédients du modèle
standard osmologique, représente ainsi un enjeu vital dans la onstrution
de la théorie.
C'est pourquoi dans ette thèse nous avons étudié des ongurations
géométriques dépendantes du temps. Notre objetif, modeste, a onsisté à
hoisir des ongurations auxquelles le formalisme de la théorie des ordes
dans l'espae de Minkowski pouvait être appliqué et à essayer de mettre en
évidene des eets physiques liés à ette dépendane en temps. Nous avons
notamment tenté de omprendre omment un eet omme la ontre-réation
gravitationnelle pouvait se manifester. La ontre-réation gravitationnelle est
une modiation de la onguration géométrique suite aux interations gravi-
tationnelles des utuations quantiques présente dans ette onguration. En
partiulier, dans une onguration présentant une singularité, 'est-à-dire un
point où les grandeurs qui aratérisent la géométrie de l'espae-temps devi-
ennent innie, de nombreuses partiules peuvent disparaître ou apparaître à
ause de l'inuene de la variation dans le temps de géométrie sur un hamp
quantique et produire un hamp gravitationnel dont l'eet sur la singularité
est enore inonnu.
xii
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Chapitre 1
Congurations dépendantes du
temps
1.1 Modèles exats
Comme nous l'avons évoqué dans le préambule, la théorie des ordes
propose un adre qui peut permettre de résoudre les problèmes posés par le
modèle standard osmologique atuel, notamment elui de la nature du Big
Bang, ou de manière un peu plus générale de la nature des singularités de
genre espae.
Cependant, il n'existe pas de formalisme de théorie des ordes permettant
d'intégrer pleinement la théorie de la relativité générale et de onstruire une
théorie de la gravitation quantique. Nous sommes atuellement ontraints
de nous limiter à une approhe semi-lassique, où la géométrie est posée
omme une hypothèse de travail. C'est tout naturellement que le formalisme
de première quantiation de la orde a été développé d'abord dans l'espae
de Minkowski
1
, puis dans des géométries ourbes, dans le adre des mod-
èles Wess-Zumino-Witten (WZW) [5℄ où la géométrie est dérite par une
variété de groupe de Lie. Toutefois les premières géométries étudiées étaient
statiques.
Puisqu'il n'était pas possible de omprendre le régime quantique de la
gravitation, des modèles ont été développé à partir des premiers espaes
1
Nous invitons le leteur à se référer aux ouvrages [1, 2, 3, 4℄.
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ourbes et ont permis d'étudier la quantiation de la orde évoluant dans
une géométrie dépendante du temps dans l'espoir de déouvrir des indies
permettant de ompléter le formalisme ou d'apporter les premiers éléments
de réponses aux questions posées par les singularités. Ainsi dès 1985
2
[7℄
s'est développée une importante diretion de reherhe visant à trouver des
modèles qui puissent être résolus exatement, 'est-à-dire des modèles pour
lesquelles on peut déterminer expliitement les solutions des équations las-
siques du mouvement de la orde, mener la proédure de quantiation
anonique, déterminer le spetre de l'opérateur hamiltonien et aluler les
amplitudes les plus simples
3
. Ces modèles s'appellent modèles exats.
Ces modèles sont loin d'être réalistes et ette diretion de reherhe se
démarque des tentatives de onstruire des géométries osmologiques de type
Friedmann-Robertson-Walker ou inationnaire de type de Sitter [8℄ qui se
situent dans une perspetive de théorie eetive, à basse énergie. Mais le
ompromis qu'il faut faire pour étudier de manière  exate  un modèle dans
le adre de la théorie des ordes n'empêhe pas d'étudier des ongurations
extrêmement intéressantes du point de vue osmologiques : les singularités.
Comme nous le détaillons un peu plus bas, ertaines géométries omportant
une singularité donnent lieu à un traitement exat, e qui permet d'étudier
préisément le omportement de la orde dans ette géométrie. Il est même
possible d'aborder les problèmes de ontre-réation gravitationnelle ou de
régularisation éventuelle de la singularité. Nous reviendrons sur e point aux
hapitres 3 et 4.
Cette thèse s'insrit dans ette démarhe. Nous avons étudié trois modèles
diérents de géométrie dépendante du temps et extrait des aluls un ertain
nombre d'eets physiques que nous exposons au hapitre 3. Notre soui a
été de onstruire des géométries exates. Nous avons pour ela puisé dans
deux des trois diérents types de modèles exats et dépendants du temps
atuellement disponibles. Nous insistons sur le fait que les modèles exats
sont des modèles exempts de orretions en α′, la tension inverse de la orde,
mais qu'ils restent des modèles perturbatifs en gs, la onstante de ouplage
2
mais déjà en 1974 un premier artile [6℄ abordait e genre de problème.
3
mais toujours dans une approhe perturbative, 'est-à-dire pour un ouplage de orde
gs petit
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de la orde.
1.2 Modèles exats dépendants du temps
Comme nous l'expliquerons dans le hapitre 2, la première quantiation
de la orde est fondée sur l'interprétation du modèle sigma non-linéaire de
la orde en terme de théorie onforme des hamps à deux dimensions. La
reherhe de modèles exats est don guidée par la néessité de trouver la
théorie onforme des hamps orrespondante. Nous pouvons distinguer trois
manières générales de onstruire des modèles exats dépendants du temps.
1.2.1 Orbifold de l'espae de Minkowski
Originellement un orbifold est une variété
4
obtenue à partir de l'espae
de Minkowski par quotient sous l'ation d'un groupe de rotation ni ZN
(N est un entier naturel) [9℄. Par extension, e nom est appliqué à toute
variété obtenue à partir de l'espae plat
5
ou d'une autre variété (omme un
groupe par exemple, dans les modèles WZW, voir sous-setion suivante) par
identiation sous l'ation d'un sous-groupe de Lorentz isomorphe à Z ou
ZN .
Pour obtenir une géométrie dépendante du temps, il sut que l'ation
du sous-groupe orresponde à une transformation non triviale impliquant la
oordonnée temporelle. Les points invariants sous ette transformation devi-
ennent des singularités topologiques. L'espae est plat loin des singularités.
La première onstrution d'orbifold dépendant du temps a été faite dans
[10℄. L'intérêt osmologique de es modèles a été mis en évidene dans [11℄
et l'étude d'orbifolds de l'espae de Minkowski a pris un nouveau départ,
ave [12℄, puis ave l'étude de l'orbifold null [13, 14, 15, 16℄ et de l'espae de
Misner
6
[17, 18, 19, 20℄. La stabilité de es orbifolds a été remise en question
[21, 22, 23℄, mais nous avons hoisi d'être optimiste et de onsidérer que
4
 orbi-  pour orbital, rotation et  -fold  de manifold, variété.
5
Dans tout e mémoire, nous utiliserons l'expression  espae plat  omme synonyme
de l'expression  espae de Minkowksi .
6
Ces deux types d'orbifolds sont expliqués à la sous-setion 2.6.1.
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même si es orbifolds n'étaient pas stables, la quantiation de la orde dans
es géométries fournirait des indies quant-à leur destin.
L'espae de Misner a l'avantage sur l'orbifold null de présenter une géométrie
simpliée de Big Crunh/Big Bang, omme nous aurons l'oasion de l'expli-
quer en détail à la setion 3.2. Il onstitue ainsi un as d'éole de singularité
osmologique.
La possibilité d'une transition doue (boune en anglais) a été étudiée dès
les artiles [11, 24℄ et un sénario d'univers ylique dans l'espae de Misner
est évoqué dans [25℄, qui étudie la théorie des hamps dans l'espae de Misner.
Une étude omplémentaire et des référenes supplémentaires onernant la
quantiation d'un hamp dans l'espae de Misner se trouvent dans [19, 20℄.
L'étape suivante onsiste à étudier ette possibilité de transition doue dans
le adre de la théorie des ordes. Il s'agit notamment de savoir si la singularité
peut être gommée par des eets de ontre-réation gravitationnelle.
Plus modestement, nous avons déterminé dans le adre de ette thèse
les opérateurs de vertex et alulé les amplitudes de diusion à l'ordre des
arbres. Ce travail [26℄ est exposé à la setion 3.2 et une partie des détails
tehniques sont abordés dans les setions 2.11 et 2.12.3.
1.2.2 Modèles Wess-Zumino-Witten
Les premières géométries de signature minkowskienne ont été obtenues
en onstruisant des modèles WZW à partir du groupe de Lie non ompat
SL(2,R) (qui est aussi AdS3, l'espae anti-de Sitter à trois dimensions) [27,
28℄. Il s'agit de variations autour du trou noir à deux dimensions dérit dans
l'artile [27℄ et appelé aussi  le igare .
Ces modèles sont en réalité des modèles de WZW gaugé. Ils sont onstru-
its à partir d'une variété de groupe quotient. Cette notion est prohe mais
distinte de elle d'orbifold. Si on note G le groupe de base7 et H un sous-
groupe de Lie de G, le modèle est onstruit à partir du quotient G/H . Cette
onstrution, dans le as où H est le sous-groupe ompat maximal d'un
groupe G non ompat, permet de remédier au fait que la représentation
7
Le plus souvent, il s'agit de SL(2,R), mais on peut avoir par exemple un produit
tensoriel SL(2,R)× SU(2), qui orrespond à l'espae à six dimensions AdS3 × S3.
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adjointe d'un groupe non ompat n'est pas unitaire et d'éliminer ainsi des
repésentations adjointes de l'algèbre des ourants des états de norme négative
(voir le traitement de [29℄ dans le as de SL(2,R)). Par ontre, un orbifold est
un quotient par un groupe disret, omme nous l'avons dit à la sous-setion
1.2.1, et il ne fait apparaître que de nouveaux seteurs topologiques dans la
théorie onforme initiale. Il est tout à fait possible de onstruire un orbifold
à partir d'un modèle WZW, gaugé ou non. Par exemple [30℄ est un orbifold
du modèle WZW sur SL(2,R).
D'autres modèles dépendants du temps ont ensuite été onstruits. Ils
omportent soit une singularité de type orbifold
8
R
1,1/Z [31, 32, 33, 34℄,
soit une singularité de type trou noir BTZ [35, 36, 37, 30, 38℄. Le modèle
Nappi-Witten [39℄ dérit quant-à lui une géométrie d'univers en expansion.
Les modèles WZW ont permis également l'étude des problèmes liés aux
ongurations de Big Crunh/Big Bang [40℄ dans une approhe diérente de
l'orbifold de Misner. [41℄ montre que dans e modèle la singularité peut être
gommée par la présene de ux.
L'étude de la propagation de la orde dans un modèle WZW ave une
singularité osmologique type R
1,1/Z a été faite dans [42℄. Enn mentionnons
[43℄ qui, dans le adre d'un tour d'horizon des géométries dépendantes du
temps en théorie des ordes, explique omment ette singularité osmologique
apparaît dans ertains modèles WZW.
Nous n'avons pas étudié de modèle WZW dans le adre de ette thèse.
Cependant, omme et aperçu le suggère il existe des liens entre les modèles
WZW et les orbifolds. Ainsi, omme ela est évoqué dans la setion 3.2 et
expliqué en détail dans l'artile [26℄, ertaines amplitudes à l'ordre des arbres
dans l'espae de Misner peuvent être obtenues à partir des amplitudes al-
ulées dans le modèle WZW onstruit et étudié dans [44℄, grâe aux analogies
formelles entre les deux modèles.
De même qu'il existe des analogies ave les orbifolds, ertains modèles
WZW, omme eux étudiés dans [45, 44℄ sont des modèles d'ondes planes,
que nous allons exposer dans la sous-setion suivante.
8
Voir sous-setion 2.6.1 pour de plus amples expliations.
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1.2.3 Ondes planes
Les géométries d'ondes planes ont été onstruites dans une approhe dif-
férente. Au lieu de trouver diretement un modèle exat ave une desription
en terme de théorie onforme des hamps, des géométries ont été d'abord
onsidérées omme des approximations d'ordre dominant en α′ des solutions
exates des équations lassiques du mouvement. Il a ensuite été démontré
qu'il n'y avait pas de orretions en α′ et qu'ainsi es solutions étaient ex-
ates. On peut distinguer une première phase [46, 47, 48, 49, 50, 51, 52℄
d'une seonde plus réente [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61℄ où ont pu être
onstruites des lasses omplètes de es géométries.
Ces ondes planes gravitationnelles, omme les sous-setions 2.6.2, 2.9.4
permettent de le omprendre, orrespondent à des ongurations de ordes
fermées. De manière analogue, on peut oupler la orde ouverte à des on-
des planes életromagnétiques ('est-à-dire la somme d'un hamp életrique
et d'un hamp magnétique orthogonaux et de même intensité), e que nous
expliquerons aux sous-setions 2.6.2 et 2.9.3 et obtenir ainsi un modèle ex-
at [62℄. En fait le as partiulier de l'onde plane monohromatique avait
été étudié dès 1974 [6℄, mais e n'est qu'après avoir réalisé ette propriété
d'exatitude que des modèles généraux ont été étudiés [63, 64℄.
Dans le adre de ette thèse, nous avons examiné des ongurations d'on-
des planes életromagnétiques à prol linéaire, généralisant ainsi les ong-
urations de [64℄. Nous avons exposé les prinipaux résultats de ette étude à
la setion 3.1. La publiation orrespondante [66℄ est reproduite en annexe
B.
1.2.4 S-brane de Dirihlet
Il ne s'agit pas d'une quatrième lasse de modèle, mais d'un objet déni
dans l'espae de Minkowski. Le onept de S-brane regroupe divers objets
qui partagent la propriété d'être loalisés dans le temps. Nous y reviendrons
à la setion 3.3. La S-brane de Dirihlet [65℄ peut être onsidérée omme un
mur inni qui n'existe qu'un instant et sur lequel les extrémités des ordes
ouvertes doivent s'aroher. Nous dénirons préisément et objet à la sous-
setion 2.10.3.
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Nous avons, au ours de ette thèse, essayé de préiser les propriétés de
et objet assez partiulier ar il onstitue le plus simple exemple de géométrie
dépendante du temps, une fontion delta de la dépendante en temps en
quelque sorte. Nous avons rassemblé nos observations à la setion 3.3. La
publiation [66℄ à laquelle es travaux ont donné lieu est reproduite en an-
nexe D.
1.3 Organisation du mémoire
Comme nous l'avons dit au début de e hapitre, les modèles exats per-
mettent de suivre les étapes du formalisme perturbatif de première quan-
tiation de la orde jusqu'au alul des amplitudes. En pratique, quelques
ajustements sont néessaires du fait des subtilités introduites par un mod-
èle partiulier. Ainsi dans e mémoire, nous avons hoisi de nous onentrer
dans le hapitre 2 sur les problèmes liés à la résolution du modèle. Nous
suivons ainsi les étapes de l'étude de la orde dans l'espae de Minkowski
et nous montrons omment elles se traduisent dans les diérents modèles.
Cei nous permet de remplir un double objetif, elui de se débarasser d'un
ertain nombre de détails tehniques qui risqueraient d'oulter l'exposition
des phénomènes physiques et elui de proposer une approhe pédagogique où
les trois modèles étudiés au ours de ette thèse sont une soure d'exemples
atypiques.
Ainsi, la physique mise en jeu dans les diérents modèles dépendants du
temps, ainsi que ertains résultats n'ayant pas leurs plaes dans le hapitre
2 sont exposés au hapitre 3.
Le hapitre 4 présente les perspetives et les développements ultérieurs
des travaux réalisés au ours de ette thèse.
Enn, les annexes ontiennent un bref formulaire (annexe A) et les trois
artiles publiés au ours de la thèse [67, 26, 66℄ (annexes B, C et D). Un
ompte-rendu de onférene [68℄ a été aussi publié, il n'est ependant pas
reproduit.
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Chapitre 2
Formalisme perturbatif
Dans ette partie, nous exposons le formalisme de première quantia-
tion et nous l'illustrons ave les problèmes que nous avons renontrés lors
de l'étude des diérentes ongurations dépendantes du temps. Nous om-
mençons par établir un ertain nombre de notations et de onventions qui
seront utilisées dans e qui suit.
Nous travaillerons dans un espae-temps, une variété noté M, à D di-
mensions, de signature (1, d), où d est le nombre de dimension spatiale, ave
les onventions habituelles de physique théorique (~ = c = 1). Le hoix des
signes pour la signature sera onforme à la onvention utilisée en osmologie :
(−,+, . . . ,+). Comme nous allons le préiser i-dessous, la orde dénit une
surfae d'univers notée Σ, paramétrée par deux oordonnées τ et σ. σ dérit
un intervalle ompat, [0, π] ou [0, 2π] en général et τ parourt R. L'inter-
prétation de es paramètres est la suivante : σ désigne un point de la orde
à un instant τ . Cette orde évolue dans l'espae-temps M, appelé espae de
plongement ou espae-ible. Les lettres majusules de la n de l'alphabet,
par exemple X , désigneront les oordonnées de plongement de la orde, alors
que les lettres minusules de la n de l'alphabet, par exemple x, désigneront
les oordonnées de l'espae-temps. Les indies µ, ν orrespondent à des di-
retions d'espae-temps, tandis que les indies a, b des diretions de feuille
d'univers : σ0 = τ, σ1 = σ. En toute rigueur, la orde est dérite par la ourbe
paramétrée suivante
xµ = Xµ(σa) (2.0.1)
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où Xµ sont les fontions de plongements, mais nous ne ferons pas ette dis-
tintion et nous appellerons Xµ les oordonnées. Nous désignerons indif-
féremment par ⊥ ou i, l'ensemble des diretions spatiales ou l'ensemble des
diretions transverses au ne de lumière, déni plus loin, ou l'ensemble des
diretions spatiales transverses à une hypersurfae de genre temps. Notons
enn que ν aura un sens bien préis dans le as d'une onguration de hamp
életrique ou d'orbifold de boost (voir setions 2.6.1 et 2.6.2), sans risque de
onfusion possible.
2.1 Théorie du point
L'étude des systèmes pontuels apporte une aide préieuse lorsque nous
étudions la orde. Non seulement les notions et le formalisme sont similaires,
mais l'étude du système pontuel onstitué par le entre de masse de la orde
permet, notamment dans le as de l'espae de Misner (voir la setion 3.2),
d'extraire une partie signiative des eets physiques générés par la géométrie
dépendante du temps.
Nous rappelons ainsi le formalisme de ligne d'univers pour les systèmes
pontuels, qui laisse naturellement plae à un formalisme de surfae d'univers
pour la orde, puis nous résumons quelques eets quantiques liés à la présene
d'un hamp életrique ou d'une géométrie non triviale.
2.1.1 Formalisme de ligne d'univers
Une partiule relativiste (de masse non nulle m) est dérite par l'ation
suivante
S = −m
∫
ds (2.1.1)
où s est l'absisse urviligne le long de la trajetoire. Dénissons elle-i par
la paramétrisation xµ = Xµ(τ), on a alors
S = −m
∫
dτ
√
−gµν(X)∂τXµ∂τXν (2.1.2)
La forme de ette ation suggère qu'on peut onsidérer la théorie de la parti-
ule relativiste omme une théorie des hamps omportantD hamps salaires
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Xµ dénis sur un espae à une dimension, la ligne d'univers. Ce point de vue
sera partiulièrement utile lorsque nous traiterons le as de la orde. Une pro-
priété importante de ette ation est son invariane par reparamétrisation de
la ligne d'univers τ ′ = f(τ), e qui aratérise la ligne d'univers indépen-
damment de tout système de oordonnées. On peut dire que la théorie des D
hamps salaires est invariante par diéomorphisme de l'espae sur laquelle
elle est dénie.
Le traitement quantique de ette ation, surtout lorsqu'on la généralise au
as de la orde, est diile. On peut onstruire une ation quadratique plus
maniable qui possède l'avantage de donner un sens au as de la partiule
de masse nulle. Cette ation quadratique est obtenue en introduisant un
degré de liberté de jauge η(τ), lié à la métrique unidimensionnelle sur la
ligne d'univers (η(τ) =
√−γττ (τ)) et qui orrespond justement à l'invariane
par reparamétrisation de la ligne d'univers de l'ation. L'introdution d'une
notion de métrique sur la ligne d'univers peut sembler artiielle mais nous
verrons qu'elle prend tout leur sens dans le as de la orde.
S = 1
2
∫
dτ
(
1
η
gµν(X)∂τX
µ∂τX
ν − ηm2
)
(2.1.3)
L'équation du mouvement pour η s'érit
gµν(X)∂τX
µ∂τX
ν + η2m2 = 0 (2.1.4)
Si l'on remplae la solution pour η dans l'ation (2.1.3), on retrouve l'ation
initiale (2.1.2). L'ation quadratique (2.1.3) est également invariante sous
les reparamétrisations de τ . Sous la transformation τ ′ = f(τ) où f est un
diéomorphisme, les hamps X , g et η se transforment de la façon suivante
X ′µ(τ ′) = Xµ(τ) (2.1.5a)
g′µν(X
′) = gµν(X) (2.1.5b)
η′(τ ′) =
1
∂τf(τ)
η(τ) (2.1.5)
L'expression de l'ation de X ′ et η′ est identique à l'expression (2.1.3). Il
sut de hoisir f telle que
∂τf(τ) = λη(t) (2.1.6)
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où λ est une onstante pour que η′ soit une fontion onstante. On peut ainsi
hoisir
1
la jauge η = 1. L'équation (2.1.4) s'érit alors
gµν(X)∂τX
µ∂τX
ν +m2 = 0 (2.1.7)
et orrespond ainsi à l'annulation du tenseur énergie-impulsion de la théorie
de hamps à une dimension dénie sur la ligne d'univers. Pour éviter les
ompliation inhérentes aux espaes ourbes (voir sous-setion 2.1.3), on-
sidérons le as où l'espae de plongement est l'espae plat. Les équations du
mouvement, dans ette même jauge, s'érivent
∂2τX
µ = 0 (2.1.8)
et ont pour solutions
Xµ = qµ + pµτ (2.1.9)
On voit alors que la relation (2.1.7) peut être interprétée omme une relation
de ouhe de masse
pµpµ +m
2 = 0 (2.1.10)
La notation pµ n'est pas le fruit du hasard puisque l'impulsion anonique πµ
onjuguée à Xµ s'érit
πµ = gµν∂τX
ν = ∂τXµ (2.1.11)
Nous pouvons quantier le système dans le formalisme de quantiation
anonique ou dans le formalisme d'intégrale des hemins. Comme nous utilis-
erons surtout le premier dans nos aluls en théorie de ordes et que nous
utiliserons ertains résultats du seond, nous présentons les deux formal-
ismes pour un système pontuel évoluant dans l'espae plat. La quantia-
tion anonique ovariante onsiste à promouvoir au rang d'opérateur Xµ et
πµ et à appliquer la presription suivante
[. , .]
P.B.
−→ −i[. , .] (2.1.12)
1
Nous omettons le prime à présent.
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où [. , .]
P.B.
désigne les rohets de Poisson
2
et [. , .] les rohets de ommuta-
tion. Xµ et πµ, qui lassiquement vérient la relation suivante,
[Xµ(τ) , Xν(τ)]
P.B.
= [πµ(τ) , πν(τ)]
P.B.
= 0 (2.1.13a)
[Xµ(τ) , πν(τ)]
P.B.
= −ηµν (2.1.13b)
deviennent des opérateurs qui vérient les relations de ommutation suivantes
[Xµ(τ) , Xν(τ)] = [πµ(τ) , πν(τ)] = 0 (2.1.14a)
[Xµ(τ) , πν(τ)] = iηµν (2.1.14b)
On en déduit les relations de ommutation que vérient les modes
3 qµ et pµ
[qµ , qν ] = [pµ , pν ] = 0 (2.1.15a)
[qµ , pν ] = iηµν (2.1.15b)
Les états quantiques physiques |phys〉 doivent vérier la ondition de ouhe
de masse (2.1.10)
(pµpµ +m
2)|phys〉 = 0 (2.1.16)
Dans la représentation q, l'opérateur pµ s'érit −i∂/∂qµ et ette ondition
devient l'équation de Klein-Gordon pour la fontion d'onde φ(q) assoiée à
l'état |phys〉. Nous verrons à la setion 2.9 omment nous devons adapter e
formalisme au as de la orde.
L'évolution dans le formalisme d'intégrale des hemins est dérite par le
propagateur entre deux points de oordonnées xµ et x′µ. Nous nous plaçons
dans l'espae plat et nous supposons que
Xµ(τ0) = x
µ
, Xµ(τ1) = x
′µ
(2.1.17)
L'intégrale des hemins pour le propagateur entre xµ et x′µ s'érit alors
P (x, x′) = N
∫
[Dη][DX ] exp
[
i
2
∫ τ1
τ0
dτ
(
1
η
∂τX
µ∂τXµ − ηm2
)]
(2.1.18)
2
Nous réservons la notation {. , .} pour les rohets d'antiommutation, en dépit de la
notation ouramment utilisée pour le rohet de Poisson.
3
Nous ne distingons pas au niveau de la notation les quantités lassiques des opérateurs
quantiques orrespondants.
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où DX représente
∏
µ=0...D−1DX
µ
, [Df ] représente le produit inni formel
des intégrations sur f(τ),
∏
τ∈[τ0,τ1] d[f(τ)] et où N est une onstante de
normalisation. L'intégration inlut les degrés de liberté de jauge, qu'il faut
éliminer. Nous xons la jauge en introduisant une fontion δ normalisée à 1
1 =
∫
[Df ]∆
F.P.
(ηf)δ(ηf − 1) (2.1.19)
où ηf(f(τ)) = η(τ)/∂τf(τ) est une simple réériture de (2.1.5). De même
nous nommons Xf l'image de X sous une transformation de jauge (ii une
simple reparamétrisation, voir (2.1.5a)). Nous obtenons alors
P (x, x′) = N
∫
[Dη][DX ][Df ]
∆
F.P.
(ηf)δ(ηf − 1) exp
[
i
2
∫ τ1
τ0
dτ
(
1
η
∂τX · ∂τX − ηm2
)]
(2.1.20)
Comme l'ation et la mesure [Dη][DX ] sont invariantes sous transformation
de jauge, nous pouvons remplaer η et X par ηf et Xf , à ondition de traiter
préisément les bornes d'intégration de l'ation,
P (x, x′) = N
∫
[Df ][Dηf ][DXf ] ∆
F.P.
(ηf)δ(ηf − 1)
exp
[
i
2
∫ f(τ1)
f(τ0)
dτ ′
(
1
ηf (τ ′)
∂τ ′X
f(τ ′) · ∂τ ′Xf(τ ′)− ηf(τ ′)m2
)]
(2.1.21)
Nous avons noté τ ′ la variable d'intégration pour insister sur le fait que
l'invariane sous transformation de jauge néessite un hangement de variable
dont l'eet est loin d'être négligeable.
Enn, nous renommons les variables d'intégration ηf et Xf en ρ et Y ,
e qui montre qu'en fait, rien ne dépend de f dans l'intégrand de l'intégrale
des hemins, sauf les bornes de l'intégrale de l'ation. Nous pouvons intégrer
sur f(τ) pour τ ∈]τ0, τ1[, e qui donne un terme inni, ar 'est le volume
du groupe de jauge. Nous dénissons N omme l'inverse de e volume pour
éliminer et inni et ne garder ainsi que la partie pertinente de l'intégrale des
hemins. L'intégration sur f(τ0) et f(τ1) est plus subtile. Pour omprendre
le sens physique de es paramètres restants, nous intégrons sur ρ, e qui xe
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la jauge à 1, 'est-à-dire ηf(τ ′) = 1 avant qu'on ne renomme les variables
d'intégration. Alors, d'après la relation (2.1.5), f ′(τ) = η(τ) ou enore
f(τ) =
∫ τ
τ0
η(τ˜)dτ˜ + c (2.1.22)
À e stade l'intégrale des hemins a pour expression
P (x, x′) =
∫
df(τ0)df(τ1)[DY ] ∆F.P.(1) exp
(
i
2
∫ f(τ1)
f(τ0)
dτ ∂τY (τ) · ∂τY (τ)−m2
)
(2.1.23)
La borne inférieure de l'ation, f(τ0) = c, orrespond à un hoix d'origine
sur la ligne d'univers. On peut interpréter ei omme les transformations
f(τ) = τ + c qui laissent la jauge η = 1 invariante. De manière générale,
il s'agit de degrés de liberté orrespondant à des symétries non xées par le
hoix de jauge et qui forme un groupe de symétries résiduelles. Dans notre as
nous pouvons éliminer ette symétrie résiduelle. Nous nous ramenons à une
borne inférieure égale à 0 par une transformation τ ′ = τ−f(τ0) et, en utilisant
le fait que la mesure [DY ] est invariante sous ette transformation, nous
faisons la même manipulation que préédemment en renommant la variable
d'intégration Y ′ en X . On peut alors intégrer sur f(τ0), e qui produit à
nouveau un fateur inni, absorbé dans N .
La borne supérieure de l'ation est alors égale à f(τ1) − f(τ0) (mais ne
dépend plus de f(τ0)), 'est-à-dire à
∫ τ
τ0
η(τ˜)dτ˜ , qui orrespond à la longueur
invariante des hemins l = ‖x′ − x‖, omme le suggère l'interprétation de η
omme une métrique de ligne d'univers. Ce paramètre, qui ne peut pas être
éliminé, orrespond de manière générale à un degré de liberté de jauge qui
n'est pas ontraint par les symétries. Il s'agit d'un exemple de paramètre de
Teihmüller ou module.
Ces deux types de degrés de liberté résiduels orrespondent à la diérene
entre les symétries globale et les symétries loales sous lesquelles l'ation est
invariante.
Il reste un fateur dont nous n'avons pas parlé, le déterminant de Fadeev-
Popov ∆
F.P.
(1). Il orrespond à la mesure d'intégration de la transformation
f dans (2.1.19). Dans notre as il est égal à 1, mais en général, il ontribue
de façon importante à l'intégrale des hemins. Il est mis sous la forme d'une
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ontribution à l'ation en terme de hamps appelés fantmes ar ils ne véri-
ent pas le théorème spin-statistique en théorie quantique des hamps. En
pratique, leur ontribution élimine les degrés de liberté dont la propagation
n'est pas physique. Dans nos aluls, y ompris lorsque nous nous exposerons
le formalisme de la orde, ette ontribution sera toujours inluse de manière
impliite.
Finalement, l'intégrale des hemins s'érit
P (x, x′) =
∫ ∞
0
dl
∫
[DX ] exp
(
i
2
∫ l
0
dτ ∂τX(τ) · ∂τX(τ)−m2
)
(2.1.24)
e qui donne le résultat habituel
4
.
Nous reviendrons sur la onstrution des amplitudes, sur la proédure qui
permet de xer la jauge et sur les paramètres résiduels en théorie des ordes
dans la setion 2.12.
Couplage au hamp életromagnétique
En guise d'introdution à la onguration de orde ouplée à des hamps
életromagnétiques, nous allons exposer omment le ouplage minimal entre
une partiule pontuelle et un hamp életromagnétique s'érit dans le for-
malisme de la ligne d'univers. Le hamp életromagnétique Fµν est déni à
partir d'un potentiel Aµ. À l'ation (2.1.3), nous ajoutons le terme Sem dont
l'expression est la suivante
S
em
=
∫
dτAµ(X)∂τX
µ
(2.1.25)
et qui modie les équations du mouvement (2.1.8) de Xµ omme nous nous
y attendions
∂2τX
µ = Fµν∂τX
ν
(2.1.26)
Nous avons inlus la harge e de la partiule dans la dénition du potentiel
Aµ. Nous verrons que dans le as de la orde ouverte (sous-setion 2.6.2), le
ouplage au hamp életromagnétique se fait de la même façon, où haque
extrémité de la orde onstitue un système pontuel.
4
Un dernier hangement de variable τ ′ = τ/l et un prolongement en temps eulidien
τ ′′ = −iτ ′ permettent de retrouver l'expression orrespondante (3.1.19) dans le ours [80℄,
qui expose le alul détaillé et le résultat (équations (3.1.29) et (3.1.31) de e même ours).
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2.1.2 Création de paires dans un hamp életrique on-
stant et uniforme : méthode du temps propre de
Shwinger
La réation de paires de partiules hargées dans un hamp életrique
est un eet dérit dans le formalisme de la théorie quantique des hamps. Ce
phénomène est aratérisé par l'amplitude de probabilité pour que, dans l'état
de vide de partiules ave un hamp életrique non nul, auune paire ne soit
émise. Notons que la probabilité d'émission de paires peut être interprétée
omme la partie imaginaire de l'énergie de et état de vide. Ce que nous
allons présenter n'a don pas de lien diret ave le formalisme dérivant une
partiule libre, éventuellement ouplée à un hamp életromagnétique.
Dans le formalisme de la orde, nous alulerons également la partie imag-
inaire de l'énergie du vide, qui orrespond à la prodution de paires de ordes
(omme ela a été mis en évidene pour les ordes ouvertes [69℄). Notons que
l'eet de prodution de paires n'est pas forément assoié à la présene d'un
hamp életrique, mais nous nous servirons à plusieurs reprises de l'analogie
ave un hamp d'életron-positron ouplé à un hamp életrique.
Nous allons don résumer la méthode de temps propre introduite par
Shwinger [70℄ et le alul exposé dans [71℄, setion 4-3. L'amplitude de prob-
abilité S0 pour qu'auune paire d'életron-positron ne soit émise dans le vide
peut être mise sous la forme suivante
lnS0 = tr ln
(
/p− e/A(X)−m+ iǫ
/p−m+ iǫ
)
(2.1.27)
où tr omprend une trae sur les états de spins et une intégrale sur la position
x, valeur propre de X . Le taux de désintégration w est déni à partir de S0
de la façon suivante
|S0|2 = exp
(
−
∫
d4xw(x)
)
(2.1.28)
Une dénition équivalente, que nous utiliserons à la setion 3.3, relie w à la
fontion de partition du vide F∫
d4xw(x) = −2 ImF (2.1.29)
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De façon rédutrie, nous pouvons dire que la méthode de temps propre
se résume à la représentation suivante du logarithme d'un quotient
ln
a
b
=
∫ ∞
0
ds
s
(eis(b+iǫ) − eis(a+iǫ)) (2.1.30)
où la limite ǫ→ 0 est sous-entendue.
De manière générale, la méthode de temps propre est une représentation
du propagateur de Feynman GF . De manière formelle, le propagateur de
Feynman est l'inverse de l'opérateur inétique érit, pour un hamp salaire
hargé par exemple, sous la forme ∆ = δ(D)(x − y) (−DµDµ +m2 − iǫ) où
Dµ est la dérivée ovariante. On peut aluler
GF = −∆−1 = −i
∫ ∞
0
dτ ei∆τ (2.1.31)
GF s'érit omme l'opérateur d'évolution d'un système dont l'hamiltonien
est ∆. Shwinger propose une formulation plus rigoureuse, en dénissant le
noyau K(x, y; τ) = 〈x|ei∆τ |y〉. Ce noyau vérie l'équation de Shrödinger
suivante
−i∂τK(x, y; τ) = (DµDµ −m2)K(x, y; τ) (2.1.32)
ave pour ondition initiale
K(x, y; 0+) = δ(D)(x− y) (2.1.33)
Le propagateur de Feynman s'érit alors
GF (x, y) =
∫ ∞
0
dτ K(x, y; τ) (2.1.34)
Nous pouvons faire le lien ave l'intégrale des hemins dans le formalisme de
ligne d'univers : GF est le propagateur (2.1.24) et K l'intégrand de l'intégrale
sur l, à ondition de renommer l en τ et la variable d'intégration τ en τ˜ .
Revenons au alul de la probabilité w de réer des paires par unité de
volume et de temps. La représentation en temps propre de Shwinger per-
met de mener un alul non perturbatif en E, intensité du hamp életrique
onstant et uniforme. Le résultat ne dépend nalement pas de x
w =
αE2
π2
∞∑
n=1
1
n2
exp
(
−nπm
2
|eE|
)
(2.1.35)
où e est la harge de l'életron, m sa masse, et α la onstante de struture
ne α = e
2
4π~c
.
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2.1.3 Notions de théorie des hamps dans les espaes-
temps ourbes
Comme nous l'avons évoqué à la sous-setion préédente et omme nous
l'expliquerons en détail dans les setions suivantes, la théorie des ordes peut
être onsidérée omme une théorie de hamps et si l'espae de plongement
n'est pas plat, nous devons tenir ompte des eets de la géométrie sur la
quantiation des hamps Xµ. Comme dans le as de prodution de paires
dans un hamp életrique, il s'agit d'une étude semi-lassique, 'est-à-dire
que nous dérirons les eets provoqués par une onguration lassique du
hamp gravitationnel sur un hamp quantique, en nous inspirant du traite-
ment exposé dans l'ouvrage [72℄.
Géométrie dépendante du temps, transformation de Bogolioubov
et prodution de partiules
L'ation d'un hamp salaire φ(x) de masse m dans un espae ourbe
doté d'une métrique gµν(x) s'érit
S = 1
2
∫
dDx
√
−g(x) [gµν(x)∂µφ(x)∂νφ(x)− (ξR(x) +m2)φ2(x)] (2.1.36)
où ξ est un fateur numérique, R le salaire de Rii et g le déterminant de
la métrique. L'équation du mouvement vériée par φ est
[
✷+m2 + ξR(x)
]
φ(x) = 0 (2.1.37)
où ✷φ = gµν∇µ∇νφ = √−g ∂µ [√−g gµν∂νφ]. Nous pouvons distinguer deux
as partiuliers
 le ouplage minimal ξ = 0
 le ouplage onforme ξ = D−2
4(D−1) , ainsi nommé ar les équations du
mouvement (2.1.37) sont invariantes sous une transformation onforme
g′µν(x) = Ω
2(x)gµν(x), à ondition que le hamp φ se transforme de la
façon suivante φ′(x) = Ω(2−D)/2(x)φ(x).
Si nous supposons que l'espae-temps est globalement hyperbolique, 'est-
à-dire qu'il admet une foliation R × Σ où Σ est une hypersurfae de genre
espae et R représente l'axe d'une oordonnée temporelle x0, nous pouvons
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généraliser le produit salaire
(φ, ψ) = −i
∫
Σ
dΣ
√
gΣ(x)n
µ φ(x)
↔
∂µψ(x) (2.1.38)
où nµ est un veteur unitaire dirigé vers les x0 roissants (le futur) et orthog-
onal à Σ. De même que dans l'espae plat, nous pouvons trouver une base
orthonormale de solutions up(x) de (2.1.37) qui vérient ainsi
(up, uq) = δpq , (u
∗
p, u
∗
q) = −δpq , (up, u∗q) = 0 (2.1.39)
Les indies p et q représentent l'ensemble des quantités qui distinguent les
solutions. Le hamp φ peut alors être développé selon es modes up(x)
φ(x) =
∑
p
apup(x) + a
†
pu
∗
p(x) (2.1.40)
et quantié en imposant les relations de ommutations suivantes
[ap, a
†
p′] = δpp′ (2.1.41)
Nous pouvons alors onstruire à partir de là un état du vide |0〉u, un espae
de Fok et dénir les mêmes quantités que dans l'espae plat. Cependant,
l'analogie s'arrête ii. En eet, dans l'espae de Minkowski, le système de
oordonnées artésien (t, x, y, z) tient une plae partiulière, liée au groupe de
Poinaré sous l'ation duquel la métrique plate est invariante. À e système de
oordonnées orrespond un ensemble de solutions, les ondes planes ei
~k·~x−iωt
,
qu'il est faile de diviser en solutions de fréquene positive ω > 0 et solutions
de fréquene négative ω < 0. Ces diverses dénitions sont absolues, 'est-à-
dire valable dans tout l'espae plat, quel que soit l'observateur inertiel.
Par ontre, dans un espae ourbe (ou pour un observateur non inertiel),
il n'existe auun système de oordonnées privilégié. Même si l'espae admet
un groupe de symétrie, singulariser un système de oordonnées n'a pas de
sens en relativité générale. Ainsi, une autre déomposition du hamp φ en
terme de modes bq est tout aussi valable
φ(x) =
∑
q
bqvq(x) + b
†
qv
∗
q (x) (2.1.42)
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Nous dénissons alors un nouveau vide |0〉v, qui vérie bq|0〉v = 0 pour tout
q, et un nouvel espae de Fok. Comme les deux ensembles de solutions sont
des bases de l'espae des solutions, il existe une transformation linéaire qui
les relient. Cette transformation est appelée transformation de Bogolioubov.
Elle s'érit
vq =
∑
r
αqrur + βqru
∗
r (2.1.43)
ou enore, pour les modes,
bq =
∑
r
α∗qrar − β∗qra†r (2.1.44)
Les oeients α et β peuvent être alulés à partir des formules suivantes
αqr = (vq, ur) , βqr = −(vq, u∗r) (2.1.45)
et vérient les propriétés suivantes∑
r
(αprα
∗
qr − βprβ∗qr) = δpq (2.1.46a)∑
r
(αprβ
∗
qr − βprα∗qr) = 0 (2.1.46b)
Cette ambiguité dans le développement du hamp φ se traduit physiquement
par un phénomène de prodution de partiules. En eet la valeur moyenne
dans le vide |0〉v de l'opérateur Np = a†pap pour le nombre de partiules dans
le mode up vaut
v〈0|Np|0〉v =
∑
q
|βqp|2 (2.1.47)
Nous voyons que ette prodution de partiules est générique : elle apparaît
dès qu'un oeient β est non nul. Si nous onsidérons ette prodution,
non omme un eet d'une géométrie dépendante du temps, mais omme
un hoix de référentiel (inertiel ou non), la situation où un observateur
mesure la présene de partiules alors qu'un autre ne mesurera rien est tout
à fait générale. Le onept de partiule en relativité générale est don prob-
lématique, puisqu'il est lié à l'observateur, au hoix partiulier d'une dé-
omposition en modes, ou enore d'un système de oordonnées. En eet, la
réponse d'un déteteur de partiule lié à un observateur partiulier, donnée
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par l'opérateur N = a†a, dépend de la déomposition en modes du hamp φ
et don de la base de solution qui orrespond à et observateur (adaptée par
exemple à sa ligne d'univers). Les modes sont dénis sur l'espae-temps om-
plet, ou du moins sur un large domaine de elui-i, e qui explique pourquoi
le onept de partiule est global et ne peut servir de sonde able de l'état
quantique du hamp φ. Pour ela, il faut dénir des grandeurs loales, par
exemple la valeur moyenne du tenseur énergie-impulsion 〈φ|Tµν(x)|φ〉. Nous
ne n'entrerons pas plus dans les détails.
En eet, les ongurations que nous avons étudié en théorie des ordes
(voir setion 3.2) orrespondent à des espae-temps asymptotiquement plat,
où nous pouvons donner un sens physique plus préis à la notion de partiule.
À l'inni passé et futur, l'espae est plat et nous pouvons hoisir le vide
ommun à tous les observateurs inertiels
5
, dans lequel la notion de partiule
est orretement dénie. Nous dénissons ainsi un vide in, orrespondant au
vide de l'espae plat dans l'inni passé, et un vide out orrespondant au vide
de l'espae plat dans l'inni futur. La déomposition du hamp φ s'érit ainsi
φ(x) =
∑
p
ainp u
in
p (x) + a
in
p
†
(uinp )
∗(x) (2.1.48a)
φ(x) =
∑
p
aoutp u
out
p (x) + a
out
p
†
(uoutp )
∗(x) (2.1.48b)
où
uinp (x) ∝ e−iωinx
0
x0 → −∞ (2.1.49a)
uoutp (x) ∝ e−iωoutx
0
x0 → +∞ (2.1.49b)
(2.1.49)
Les modes in et out sont reliés par une transformation de Bogolioubov, qui
enode la prodution de partiules entre l'inni passé et l'inni futur. Ainsi,
si nous partons d'un état de vide à l'inni passé, nous obtenons un état
5
Ce vide est l'un des vides qu'il est possible de dénir dans l'espae de Minkowski,
mais 'est le seul qui soit ommun à tous les observateur inertiels. Il sut en fait que
l'espae asymptotique admette un vide privilégié et une dénition naturelle des états de
partiules, sans être forément plat, mais nous n'aurons pas besoin de e ranement pour
notre étude.
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ontenant généralement des partiules à l'inni futur et es partiules ont
été produites par la géométrie intermédiaire.
Notons que ette onguration d'espae-temps asymptotiquement plat
permet de traiter plusieurs problèmes intéressants, omme la radiation de
Hawking des trous noirs ou la prodution de partiules provoquée par l'ex-
pansion osmologique.
Vide adiabatique et vide onforme
Dans e dernier as de l'expansion osmologique, l'espae-temps ne om-
porte pas forément de régions statiques in et out. Si l'on hoisit une base
de solutions, le vide et les états de Fok orrespondants n'ont pas en général
de signiation physique direte. Cependant, il existe dans es géométries
une lasse d'observateurs privilégiés, eux liés aux référentiels omobiles. La
notion d'observateur omobile est elle qui se rapprohe le plus de la notion
d'observateur inertiel dans l'espae de Minkowski. C'est pourquoi nous nous
attendons à e que la notion de partiule ait un sens pour es observateurs.
Deux approhes permettent alors de résoudre e problème.
La première onsiste à onsidérer le as où l'expansion est très faible. Dans
la limite où l'expansion est nulle, nous retrouvons l'espae plat, où le onept
de partiule est bien déni. Nous nous attendons alors à e qu'il soit possible
de dénir le onept de partiule de manière approhé lorsque l'expansion (ou
de manière générale la variation de la géométrie) est très petite. Pour ela,
nous onstruisons une base de solutions qui minimise la prodution totale de
partiules. Préisons un peu ette onstrution dans le as d'une géométrie
de Robertson-Walker à setion spatiale plate ave un hamp salaire qui a
un ouplage gravitationnel onforme. La métrique s'érit
ds2 = dt2 − a2(t)d(xi)2 (2.1.50)
où xi représente indiéremment l'ensemble des diretions spatiales et le veteur
orrespondant. En dénissant un temps onforme η de la façon suivante
t =
∫ η
a(η˜)dη˜ (2.1.51)
on peut mettre la métrique sous la forme
ds2 = C(η)(dη2 − d(xi)2) (2.1.52)
31
2 Formalisme perturbatif
ave C(η) = a2(η). Les solutions des équations du mouvement s'érivent
uki = (2π)
(1−D)/2C(2−D)/4(η) eik
ixiξk(η) (2.1.53)
où k = ‖ki‖. ξk vérie l'équation suivante
∂2ηξk + ω
2
kξk = 0 (2.1.54)
ave ωk = k
2 + C(η)m2. L'approximation adiabatique onsiste à négliger
les variations de la solution formelle de type WKB (généralisation de l'onde
plane) donnée par l'expression suivante
ξk = (2Wk)
− 1
2 exp
(
−i
∫ η
Wk(η˜)dη˜
)
(2.1.55)
où Wk satisfait l'équation non linéaire suivante
W 2k = ω
2
k −
1
2
(
W¨k
Wk
− 3
2
W˙ 2k
W 2k
)
(2.1.56)
La borne inférieure de l'intégrale, non spéiée, orrespond à un fateur de
phase arbitraire. Sans entrer plus dans les détails, mentionnons qu'on peut
mener un développement lorsque T → ∞, où T est un paramètre de faible
variation introduit en remplaçant η par η′ = η/T . Ainsi, quelle que soit la
fontion C(η), C(η′) et toutes ses dérivées varient inniment peu dans la
limite T → ∞. Dans e développement, le terme en T−n est appelé terme
d'ordre adiabatique n. À partir de l'approximation d'ordre zéro, W
(0)
k = ωk,
nous voyons que l'ordre adiabatique n orrespond au nombre de dérivées de
C dans l'expression de W
(n)
k . Nous pouvons érire en général la relation entre
les solutions exates et les solutions approhées u
(n)
k , obtenues à partir la
solution d'ordre adiabatique n ξ
(n)
k
uk(η) = α
(n)
k (η) u
(n)
k (η) + β
(n)
k (η) u
(n)
k
∗
(η) (2.1.57)
α
(n)
k (η) et β
(n)
k (η) sont des onstantes à l'ordre n, ar u
(n)
k est solution de
l'équation du mouvement à e même ordre.
Nous pouvons à présent onstruire le vide adiabatique. Partons d'un en-
semble de solutions u
(n)
k à l'ordre adiabatique n. Nous hoisissons ensuite un
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instant η0 quelonque et nous posons
α
(n)
k (η0) = 1 +O(T−(n+1)) (2.1.58a)
β
(n)
k (η0) = 0 +O(T−(n+1)) (2.1.58b)
Nous onstruisons ensuite uk à partir des solutions approhées. Tout d'abord,
nous dénissons uk par (2.1.57). Ainsi uk est pour l'instant déni seulement en
η0. Nous déterminons alors α et β pour tout η de façon à e que les uk forment
une base de solutions exates de l'équation du mouvement. Ces solutions
sont appelées modes adiabatiques de fréquene positive. Nous insistons une
nouvelle fois sur le fait qu'il s'agit de solutions exates. Nous pouvons alors
tout à fait onstruire le vide |0〉
ad.
orrespondant. Ce vide onstitue une
approximation adiabatique au vide in des régions statiques et est appelé
naturellement vide adiabatique.
À e stade nous pouvons faire deux remarques
 Nous pouvons dénir une innité de vide adiabatique pour un ordre
n xé. En eet, à haque hoix de la valeur η0 orrespondra un vide
adiabatique a priori diérent des autres.
 Bien qu'un vide adiabatique soit moins préis qu'un vide in ou out, sa
représentation des partiules physiques (mesurées par des déteteurs
de partiules dans un référentiel omobile) est la meilleure disponible
si l'espae-temps n'a pas de régions in et out.
La seonde approhe au problème de la dénition du onept de partiules
onsiste à exploiter les symmétries éventuellement présentes et séletionner
ainsi une base de solutions et des états de partiules de manière anonique.
Nous nous onentrerons sur le as d'un hamp φ à ouplage onforme, e
qui orrespond aux ongurations que nous étudierons en théorie des ordes.
La métrique peut s'érire sous la forme suivante
gµν = Ω
2(x)ηµν (2.1.59)
Comme nous avons supposé que le hamp était invariant sous les transforma-
tions onformes (e qui suppose qu'il soit de masse nulle), on peut se ramener
par une transformation onforme qui hange φ en φ′ à l'équation du mou-
vement dans l'espae plat pour φ′. Le hamp φ se déompose alors sur une
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base de solutions d'onde plane modulo un fateur onforme
φ(x) = Ω(2−D)/2(x)
∑
k
(
aku
0
k(x) + a
†
k(u
0
k)
∗(x)
)
(2.1.60)
où u0k est proportionnel à e
−ik·x
. Le vide assoié à es modes est appelé vide
onforme.
Notons que même un déteteur de partiules omobile enregistrera en
général la présene de partiules dans le vide onforme. Par ontre, si un
hamp est à un instant donné dans l'état de vide onforme, il le restera à
tous temps et il n'y aura pas de prodution de partiules. Cei est interprété
de la façon suivante dans une onguration où l'expansion osmologique esse
de façon doue.
Un déteteur mis en marhe après l'expansion n'enregistrera auune par-
tiule. L'éventuelle réponse d'un déteteur mis en marhe pendant l'expan-
sion n'est alors pas pertinente : elle est l'artefat de la disparition du sens
intuitif du onept de partiules dans les régions de ourbure non nulle.
Nous renontrerons es problèmes liés aux espaes ourbes dans notre
étude de l'espae de Misner en théorie des ordes que nous exposons dans la
setion 3.2. Les modes zéros de la orde twistée
6
sont dérits par la théorie
quantique de la partiule hargée dans l'espae de Rindler, mais nous n'en
exposerons pas les détails. Nous nous bornerons à iter les résultats utiles
dans la setion 3.2. Un traitement omplet est donné dans [73℄.
2.2 Cordes et ation sur la feuille d'univers
De la même façon que le mouvement lassique d'une partiule pontuelle
est dérit par une ation proportionnelle à la longueur de la ligne d'univers,
le mouvement lassique d'une orde est dérit par une ation proportionnelle
à la surfae de la ligne d'univers. Cette ation est appelée ation de Nambu-
Goto
S
NG
= − 1
2πα′
∫
dτdσ
√
− det hab (2.2.1)
6
Nous onservons le terme anglais. Il est déni à la sous-setion 2.6.1.
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où hab est la métrique induite sur la surfae d'univers par le plongement dans
l'espae-ible
hab = ∂aX
µ∂bXµ (2.2.2)
et
1
2πα′
aussi noté T est la tension de la orde. α′ est appelée la pente de
Regge, allusion à la tentative de dérire des séries de résonane en physique
des partiules par des modèles de ordes appelésmodèles duaux. Comme pour
la partiule pontuelle, on peut obtenir une ation quadratique, l'ation de
Polyakov
7
, en introduisant une métrique γ sur la feuille d'univers
S
P
= − 1
4πα′
∫
dτdσ
√−γ γab∂aXµ∂bXµ (2.2.3)
Cette ation est invariante sous les symétries suivantes
 invariane de Poinaré
X ′µ(τ, σ) = ΛµνX
ν(τ, σ) + aµ (2.2.4a)
γ′ab(τ, σ) = γab(τ, σ) (2.2.4b)
 invariane par diéomorphisme de la feuille d'univers
X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ) (2.2.5a)
∂σ′c
∂σa
∂σ′d
∂σb
γ′cd(τ
′, σ′) = γab(τ, σ) (2.2.5b)
 invariane de Weyl de la feuille d'univers
X ′µ(τ, σ) = Xµ(τ, σ) (2.2.6a)
γ′ab(τ, σ) = e
2ω(τ,σ)γab(τ, σ) (2.2.6b)
pour ω(τ, σ) arbitraire
L'ation de Nambu-Goto possède les deux premières symétries mais pas
la troisième. Cette troisième symétrie provient du fait que deux métriques
de feuille d'univers image l'une de l'autre par une transformation de Weyl
dénissent le même plongement dans l'espae-ible.
7
Polyakov a développé le formalisme d'intégrale des hemins orrespondant à ette
ation, mais elle-i a été trouvée par Brink, di Vehia, Howe, Deser et Zumino.
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Nous pouvons onsidérer l'ation (2.2.3) omme dénissant une théorie de
D hamps salaires dénis sur un espae ourbe à deux dimensions. L'invari-
ane sous les symétries permet de se ramener à une métrique plate γab = ηab.
C'est la jauge unitaire. La symétrie de Weyl permet de se ramener à une jauge
dite onforme γab(σ) = e
2w(σ)ηab pour laquelle le tenseur de Riemann Rabcd
de la feuille d'univers est nul. Comme nous le verrons plus en détail dans
la sous-setion 2.8.2
8
, une fois que la jauge unitaire pour la métrique a été
hoisie, il reste une symétrie résiduelle sous laquelle l'ation est invariante :
la symétrie onforme (en toute rigueur, il faut prolonger analytiquement la
oordonnées de temps propre τ pour se ramener à une surfae eulidienne).
La théorie dénie sur la feuille d'univers est ainsi une théorie onforme des
hamps, e qui permet d'utiliser toute la puissane du formalisme assoié
(voir setion 2.8).
D'autre part, la proédure de Fadeev-Popov qui permet de xer la jauge
introduit des hamps de fantmes et la quantiation rigoureuse de l'ation
omplète (matière et fantmes) néessite d'introduire la symétrie de Behi,
Rouet, Stora et Tyutin (BRST) et la quantiation BRST assoiée. Nous
n'exposerons ependant pas e formalisme et nous nous restreindrons au for-
malisme plus simple dit d'anienne quantiation ovariante, qui introduit
des règles a priori arbitraires mais justiées par le formalisme omplet et qui
sut à saisir les problèmes que nous nous sommes posés.
Jusqu'à la setion 2.8 nous supposerons la métrique de la feuille d'univers
xée par hoix de jauge à la métrique plate γab = ηab. Nous allons voir que
ela simplie l'ation (2.2.3). Nous introduisons les oordonnées du ne de
lumière sur la feuille d'univers
σ± = σ ± τ (2.2.7)
La métrique a alors pour omposantes
η++ = η−− = 0 , η+− = η−+ =
1
2
(2.2.8)
et on dénit
∂± =
1
2
(∂σ ± ∂τ ) (2.2.9)
8
Ce point est lié à l'identiation de symétries et paramètres résiduels, que nous avons
expliqué à la sous-setion 2.1.1 dans le as de la partiule pontuelle et que nous exposerons
brièvement dans le as de la orde à la sous-setion 2.12.2.
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L'ation (2.2.3) s'érit alors
S
P
= − 1
2πα′
∫
d2σ ∂+X
µ∂−Xµ (2.2.10)
où d2σ = dσ−dσ+ = 2dτdσ.
2.3 Superordes : ation supersymétrique
Nous introduisons dès maintenant la version supersymétrique de la théorie
des ordes. En eet, ela permet de dénir des théories ne omportant pas
de tahyons, partiules de masse arrée négative, omme nous le verrons à
la setion 2.9.9. Nous distinguons ainsi la orde bosonique ainsi nommée ar
elle ne dérit que des degrés de liberté bosoniques, de la superorde ou orde
supersymétrique. Par soui de simpliité, nous nous restreindrons souvent
à la théorie de la orde bosonique, l'extension à la théorie supersymétrique
étant sous-entendue. Ce n'est que pour la onguration de la S-brane (voir
setion 3.3) dans l'espae de Minkowski que nous utiliserons expliitement
le formalisme supersymétrique. Nous allons, onjointement aux diérentes
ongurations de la orde bosonique, exposer suessivement les élements
du formalisme de la superorde en supposant toujours que l'espae-ible est
l'espae de Minkowski.
Il existe deux manières d'introduire la supersymétrie en théorie des ordes.
Ou bien nous onstruisons une supersymétrie sur la feuille d'univers, 'est
le formalisme de Ramond-Neveu-Shwarz (RNS), ou bien nous onstruisons
une supersymétrie dans l'espae-ible, 'est le formalisme de Green-Shwarz
(GS). Nous n'avons utilisé que le premier, 'est pourquoi nous ne dérirons
que elui-i et nous sous-entendrons dans des expressions omme  l'ation
supersymétrique  qu'il s'agit de l'objet dans le formalisme RNS. Nous invi-
tons le leteur à se reporter par exemple à [1, 2℄ pour une exposition détaillée
du formalisme GS par leurs auteurs.
Nous ne détaillons pas omment xer la jauge. Après ette opération,
l'ation supersymétrique s'érit
9
S
sP
= − 1
4πα′
∫
dτdσ
(
ηab∂aX
µ∂bXµ − iψ¯µρa∂aψµ
)
(2.3.1)
9
Les onventions orrespondent à [1℄.
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où ψ est un spineur de Majorana10 sur la feuille d'univers et les matries
ρ0 =
(
0 −i
i 0
)
, ρ1 =
(
0 i
i 0
)
(2.3.2)
fournissent une représentation de l'algèbre de Cliord à deux dimensions.
Dans ette base, le spineur ψ a pour omposantes
ψµ =
(
ψµ−
ψµ+
)
(2.3.3)
L'ation (2.3.1) est invariante sous la transformation de supersymétrie suiv-
ante, érite sous forme innitésimale,
δXµ = −ǫ¯ψµ , δψµ = iρa∂aXµǫ (2.3.4)
où ǫ est un spineur de Majorana onstant.
Comme pour l'ation bosonique (2.2.3), on peut mettre ette ation sous
une forme plus simple en introduisant les oordonnées du ne de lumière σ±
sur la feuille d'univers et utilisant les omposantes ψ±
S
sP
= − 1
2πα′
∫
d2σ
(
∂−Xµ∂+Xµ − i
2
ψµ−∂+ψ−,µ +
i
2
ψµ+∂−ψ+, µ
)
(2.3.5)
2.4 Équations du mouvement
2.4.1 Pour la orde bosonique
L'équation du mouvement pour la métrique γab impose l'annulation du
tenseur énergie-impulsion
11
assoié à la théorie des hamps dénie sur la
feuille d'univers, e qui, dans la jauge unitaire, s'érit
Tab = − 1
α′
(
∂aX
µ∂bXµ − 1
2
ηab∂cX
µ∂cXµ
)
= 0 (2.4.2)
10
Nous supposons que nous sommes dans un espae-ible à dix dimensions où un spineur
peut être à la fois de Majorana et de Weyl. Nous verrons à la sous-setion 2.8.6 que ette
hypothèse est a posteriori justiée.
11
Nous dénissons le tenseur énergie-impulsion omme dans [3℄
T ab = −4π√−γ δSP
δγab
. (2.4.1)
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La trae du tenseur énergie-impulsion est nulle à ause de l'invariane de l'a-
tion sous la symétrie de Weyl. Nous pouvons résumer l'équation préédente
par les relations suivantes
(∂τX
µ ± ∂σXµ)2 = 0 (2.4.3)
Elle est appelée ontrainte de Virasoro pour des raisons que nous expliquerons
plus loin (voir setion 2.8). Il s'agit de la ontrepartie en théorie des ordes
de la relation de ouhe de masse pour la partiule relativiste (2.1.10). Nous
nous en servirons pour déterminer la masse des états de la orde après quan-
tiation (voir setion 2.9).
Mentionnons les omposantes du tenseur énergie-impulsion dans les o-
ordonnées du ne de lumière σ±.
T++ =
1
α′
∂+X
µ∂+Xµ (2.4.4a)
T−− =
1
α′
∂−Xµ∂−Xµ (2.4.4b)
T+− = T−+ = 0 (2.4.4)
Sous ette forme le lien ave le formalisme de la théorie onforme des hamps
apparaîtra de manière expliite (voir sous-setion 2.8.6).
L'équation du mouvement pour les oordonnées Xµ dérit la propagation
lassique de la orde
(∂2τ − ∂2σ)Xµ = 0 (2.4.5a)
ou enore
∂−∂+Xµ = 0 (2.4.5b)
2.4.2 Pour la superorde
De même, l'équation du mouvement pour la métrique impose que les
omposantes du tenseur énergie-impulsion
T++ =
1
α′
(
∂+X
µ∂+Xµ +
i
2
ψµ+∂+ψ+, µ
)
(2.4.6a)
T−− =
1
α′
(
∂−Xµ∂−Xµ − i
2
ψµ−∂−ψ−, µ
)
(2.4.6b)
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soient nulles. À l'invariane par supersymétrie orrespond la onservation du
ourant de Noether assoié, appelé superourant
∂−J+ = 0 , ∂+J− = 0 (2.4.7)
où
J+ =
√
2
α′
ψµ+∂+Xµ (2.4.8a)
J− = −
√
2
α′
ψµ−∂−Xµ (2.4.8b)
Notons qu'il ne s'agit pas sous ette forme d'une équation du mouvement,
mais il est possible d'introduire un hamp auxiliaire noté habituellement
B qui permettent de faire apparaître es équations omme des équations du
mouvement et dénir ainsi des transformations de supersymétrie hors ouhe
de masse. Nous n'utiliserons pas ette subtilité.
L'annulation de T++, T−−, J+ et J− onstituent la version supersymétrique
de la ontrainte de Virasoro. Nous verrons à la sous-setion 2.8.7 qu'à l'ation
supersymétrique (2.3.5) orrespond une théorie de hamp superonforme.
Les équations du mouvement pour les fermions s'érivent
∂+ψ
µ
− = 0 (2.4.9a)
∂−ψ
µ
+ = 0 (2.4.9b)
2.5 Conditions au bord partie 1 : orde libre
dans un espae plat et dans un espae om-
patié
Lorsqu'on alule la variation de l'ation pour obtenir les équations du
mouvement (2.4.5), des termes supplémentaires apparaissent. Pour les an-
nuler, il faut imposer des onditions au bord qui vont ontraindre le mouve-
ment de la orde. Ces termes s'érivent
∫
dτ [∂σX
µ(τ, σ = l)δXµ(τ, σ = l)− ∂σXµ(τ, σ = 0)δXµ(τ, σ = 0)] = 0
(2.5.1)
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un espae ompatié
où σ ∈ [0, l] dérit la orde.
Il existe deux manières de satisfaire ette équation. Ou bien les oordon-
nées sont périodiques et dans e as l'invariane onforme nous permet de
xer l = 2π,
Xµ(τ, σ + 2π) = Xµ(τ, σ) (2.5.2)
Nous obtenons une orde fermée. Ou bien les oordonnées doivent satisfaire
les onditions suivantes
∂σX
µ(τ, σ = σa)δXµ(τ, σ = σa) = 0 a = 0, 1 (2.5.3)
ave σ0 = 0 et σ1 = π (nous avons ette fois hoisi de xer l = π). Il s'agit
alors d'une orde ouverte. Pour haque oordonnée, haune des extrémités
vérie une ondition au bord de Neumann
∂σX
µ(τ, σ = σa) = 0 (2.5.4)
ou une ondition au bord de Dirihlet
δXµ(τ, σ = σa) = 0 (2.5.5)
qu'on peut érire aussi
Xµ(τ, σ = σa) = q
µ
(2.5.6)
Dans e dernier as, l'extrémité de la orde est xée sur un hyperplan per-
pendiulaire aux diretions selon lesquelles sont imposées les onditions de
Dirihlet. Cet hyperplan est appelé D-brane si toutes les diretions perpen-
diulaires sont spatiales ou S-brane de Dirihlet si l'une des diretions per-
pendiulaires est la diretion temporelleX0. Nous expliquerons plus en détail
l'origine de es objets en théorie des ordes à la setion 2.10.
Dans toute ette setion et la suivante, nous exposons diverses onditions
au bord pour la orde bosonique et nous réservons le as de la superorde,
que nous supposerons libre dans un espae plat, pour la setion 2.7
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2.5.1 Solutions des équations de mouvement pour la
orde libre dans un espae-ible plat
Corde fermée
Les solutions des équations du mouvement pour la oordonnée Xµ d'une
orde fermée s'érivent
12
Xµ(τ, σ) = qµ + α′pµτ + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
αµn
n
e−in(τ−σ) +
α˜µn
n
e−in(τ+σ) (2.5.7)
Corde ouverte
Les solutions de l'équation du mouvement pour pour la oordonnée Xµ
d'une orde ouverte s'érivent
 pour des onditions de Neumann à haque extrémité
Xµ(τ, σ) = qµ + 2α′pµτ + i
√
2α′
∑
n∈Z\{0}
aµn
n
e−inτ cosnσ (2.5.8)
 pour des onditions de Dirihlet à haque extrémité (Xµ(τ, σa) = q
µ
a )
Xµ = qµ0 +
qµ1 − qµ0
π
σ −
√
2α′
∑
n∈Z\{0}
aµn
n
e−inτ sin nσ (2.5.9)
 pour une ondition de Neumann en σ = 0 et une ondition de Dirihlet
Xµ(τ, π) = xµ1
Xµ(τ, σ) = qµ1 + i
√
2α′
∑
n∈Z
aµn
n+ 1
2
e−i(n+
1
2
)τ cos
(
n +
1
2
)
σ (2.5.10)
 pour une ondition de Dirihlet Xµ(τ, 0) = xµ0 et une ondition de
Neumann en σ = π
Xµ(τ, σ) = qµ0 −
√
2α′
∑
n∈Z
aµn
n + 1
2
e−i(n+
1
2
)τ sin
(
n+
1
2
)
σ (2.5.11)
12
Nous reviendrons dans la sous-setion 2.9.1, note de pied de page 29, sur les fateurs
qui apparaissent dans es expressions et les suivantes.
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orde libre dans un espae plat et dans
un espae ompatié
Notons que pour la orde fermée (2.5.7) et la orde ouverte ave des
onditions de Neumann (2.5.8), les deux premiers modes qµ et pµ dérivent
le mouvement d'un système pontuel (voir (2.1.9)), le entre de masse de
la orde. L'interprétation suivante, valable pour les deux premiers types de
ordes ouvertes (2.5.8) et (2.5.9), nous sera très utile lors de notre étude des
ongurations d'ondes planes életromagnétiques (voir setion 3.1) : si nous
annulons les modes α ou a, qui dérivent des osillations, les modes restants,
appelés aussi modes zéro, dérivent un  segment rigide , soit en mouvement
retiligne uniforme, soit attahé à des D-branes. Nous utiliserons par la suite
le terme  approximation de la orde rigide .
2.5.2 Corde fermée libre dans un espae plat ompat-
ié
Bien qu'elle ne orresponde ni à un espae ourbe, ni à une géométrie
dépendante du temps, la ompatiation toroïdale joue un rle fondamental
en théorie des ordes
13
.
Considérons une diretion partiulière Xµ0 . L'indie 0 sera omis dès à
présent. Compatier la diretion Xµ 'est lui donner la topologie du erle
par l'identiation
Xµ ∼ Xµ + 2πRµ (2.5.12)
où Rµ est le rayon de ompatiation. Cette terminologie orrespond au
plongement d'une variété de topologie R
n×S1 dans Rn+2 où la variété appa-
raît omme un ylindre (un tore à partir de deux diretions ompatiées).
Les solutions (2.5.7) deviennent alors
Xµ(τ, σ) = qµ+α′
vµ
Rµ
τ +π wµRµσ+ i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
αµn
n
e−in(τ−σ)+
α˜µn
n
e−in(τ+σ)
(2.5.13)
wµ est le nombre d'enroulement de la orde autour de la diretion ompate.
Le fait que l'impulsion est égale à
vµ
Rµ
peut être ompris de la façon suivante.
13
notamment pour onstruire des modèles phénomélogiques où sur les dix dimensions
que doit omporter l'espae-ible pour des raisons que nous évoquons à la sous-setion
2.8.6, six peuvent être réduites à un tore dont les dimensions sont inférieures aux bornes
expérimentales.
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À partir de la fontion d'onde quantique eip·x orrespondant à une partiule
libre se propageant dans l'espae plat R
1,d
, on onstruit la fontion d'onde
invariante sous l'identiation (2.5.12) par superposition des images dans
l'espae de reouvrement de la variété ompatiée, ii l'espae de Minkowski,
φ(x) = eip⊥·x⊥
∑
n∈Z
eiηµµp
µ(xµ+2πnRµ)
(2.5.14)
Une resommation de Poisson nous donne le résultat attendu
φ(x) = eip⊥·x⊥eiηµµp
µxµ
∑
vµ∈Z
δ(pµRµ − vµ) . (2.5.15)
Nous avons supposé qu'une seule diretion, désignée par µ, était ompatiée
et nous avons nommé x⊥ les autres diretions.
Nous avons proté de ette onguration très simple pour expliquer la
onstrution des fontions d'onde quantique orrespondant aux modes zéros,
bien que nous antiipions sur la quantiation anonique traitée à la setion
2.9. Nous l'avons adaptée au as de la orde dans l'espae de Misner (voir
sous-setion 2.11.2 et setion 3.2) et sans détailler les aluls, qui sont simi-
laires à elui présenté i-dessus, nous indiquerons les modiations à apporter
aux expressions des opérateurs de vertex et des fontions de orrélation.
2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie
dépendante du temps
2.6.1 Orbifold
Trois types d'orbifold
Nous onstruisons une variété quotient par l'identiation suivante
X ∼ e2πJX (2.6.1)
où
J = βJ02 + θJ12 , (2.6.2)
J01 est le générateur d'un boost selon la diretion x
1
et J12 est le généra-
teur d'une rotation dans le plan (x1, x2). Le hoix des diretions 1 et 2 est
arbitraire. On distingue alors trois as.
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 Si β < θ, il s'agit d'un orbifold eulidien14 ou d'un orbifold de rotation.
En eet, par une transformation de Lorentz, on peut se ramener à
J ′ = θ′J12 (2.6.3)
où θ′ =
√
θ2 − β2. Si θ′ est rationnel, 'est un orbifold au sens premier
du terme, sinon on obtient un orbifold noté R
2/Z (un produit diret
ave R
1,d−2
est sous-entendu).
 Si β = θ, il s'agit un orbifold de genre lumière ou pour reprendre le
terme anglais, un orbifold null, noté R
1,2/Z.
 Si β > θ, il s'agit d'un orbifold Lorentzien ou orbifold de boost, noté
R
1,1/Z. On peut se ramener à un boost pur
J ′ = β ′J02 (2.6.4)
où β ′ =
√
β2 − θ2. L'espae obtenu de ette façon est un espae os-
mologique appelé espae de Misner. Il présente une singularité de type
Big Crunh/Big Bang. Nous détaillerons ela à la sous-setion 3.2.1.
Les solutions de ordes fermées vérient la ondition de périodiité suiv-
ante
Xµ(τ, σ + 2π) = e2πwJXµ(τ, σ) , (2.6.5)
où w est un entier naturel.
Pour une orde dans le seteur non twisté w = 0, les solutions ont la
même forme que dans l'espae plat (2.5.7), mais elles sont restreintes par
l'invariane de l'orbifold. De même la fontion d'onde quantique assoiée aux
modes zéro de la orde est modiée et, omme nous le verrons plus loin, ela
modie les amplitudes de diusion.
D'autres solutions sont ompatibles ave la ondition de périodiité (2.6.5),
elles orrespondent aux seteurs twistés w 6= 0.
Xµ(τ, σ) = ewJ σ
[(∫ τ
e−wJudu
)µ
ν
αν0 +
(∫ τ
ewJudu
)µ
ν
α˜ν0
]
i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
[(
e−i(n−iwJ )(τ−σ)
n− iwJ
)µ
ν
ανn +
(
e−i(n+iwJ )(τ+σ)
n + iwJ
)µ
ν
α˜νn
]
(2.6.6)
14
ar il peut être déni à partir d'une variété de signature eulidienne
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Nous appellerons modes zéros les modes α0 et α˜0, bien qu'à stritement
parler ils ne orrespondent pas à l'approximation rigide.
Orbifold de boost
Regardons de plus près le as de l'orbifold de boost
15
Nous pouvons
diagonaliser
16
la matrie J en utilisant les oordonnées de ne de lu-
mière X± = 1√
2
(X0 ±X2). La variété quotient est obtenu par identiation
x± ∼ e±2πβx±. La ondition (2.6.5) s'érit alors
X±(τ, σ + 2π) = e±2πwβX±(τ, σ) (2.6.7)
Les solutions ont l'expression suivante, où l'on a posé ν = −wβ,
X±(τ, σ) = i
√
α′
2
∑
n∈Z
(
1
n± iν α
±
n e
−i(n±iν)(τ−σ) +
1
n∓ iν α˜
±
n e
−i(n∓iν)(τ+σ)
)
(2.6.8)
Nous faisons deux remarques.
 Le as de l'orbifold de boost peut être obtenu par ontinuation ana-
lytique θ → iβ, à partir de l'orbifold de rotation (d'angle irrationnel
en général), e qui permet de aluler ertaines amplitudes. Nous invi-
tons le leteur à se référer à [26℄ pour un exemple d'utilisation de ette
propriété.
 ette expression présente des analogies formelles ave les solutions de
ordes ouvertes ouplées à un hamp életromagnétique, analogies qui
suggèrent la quantiation orrete des modes zéros des ordes twistés,
omme nous le verrons à la sous-setion suivante et à la setion 2.9.7.
15
Nous invitons le leteur herhant une présentation uniée des trois types d'orbifold
à onsulter [74℄.
16
Dans le as de l'orbifold de rotation, en introduisant des oordonnées d'espae-ible
omplexe Z = 1√
2
(X1+iX2) et Z¯ = 1√
2
(X1−iX2), il est possible également de diagonaliser
la matrie J .
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2.6.2 Couplage à deux hamps életromagnétiques
Conguration de hamps générale
Commençons par une ourte digression. Jusqu'ii nous avons travaillé
dans le as ou l'espae-ible où évoluent les ordes est plat (ou possède un
espae de reouvrement plat). Cependant il est possible de généraliser l'ation
de Polyakov au as où l'espae est ourbe. Nous introduisons trois hamps : la
métrique gµν(X) , un tenseur antisymétrique bµν(X) et le dilaton (un hamp
salaire) φ(X). La raison de la présene de es trois hamps sera lariée à la
sous-setion 2.9.4. Ils dénissent la géométrie de l'espae-ible (notamment,
le hamp antisymétrique orrespond à une torsion et le dilaton à l'intensité
des interations de orde), 'est pourquoi on les appelle hamps de fond. Nous
érivons l'ation sur une feuille d'univers de signature eulidienne, obtenue
par ontinuation analytique τ = −iτ
E
. L'ation s'érit alors
S
P
=
1
4πα′
∫
dτdσ
√
γ
E
[(
γab
E
gµν(X) + iǫ
abbµν(X)
)
∂aX
µ∂bX
ν + α′Rγ
E
φ(X)
]
(2.6.9)
où ǫab est un tenseur omplètement antisymétrique déni sur la feuille d'u-
nivers
√
γ
E
ǫ10 = +1 et Rγ
E
est le tenseur de Riemann assoié à la métrique
eulidienne γ
E
.
La théorie des hamps ainsi dénie porte le nom de modèle sigma non
linéaire.
Pour que ette ation soit invariante sous les transformations de Weyl, les
trois hamps que nous avons introduits doivent vérier des équations déter-
minées perturbativement en alulant les fontions β assoiées à la renormal-
isation du modèle sigma non linéaire. Le détail des équations ne nous importe
peu (voir [3℄ p.111), e qu'il faut retenir, 'est qu'une tentative naïve d'intro-
duire une géométrie dépendante du temps susamment simple pour qu'on
puisse l'étudier en détail a toutes les hanes de briser la symétrie de Weyl.
En l'absene de ette symétrie, la théorie n'est plus une théorie onforme et
les aluls sont enore hors de portée. Les modèles WZW, dont nous avons
parlé à la setion 1.2.2, sont un exemple de modèle où la symétrie de Weyl
n'est pas brisée.
Une autre stratégie onsiste, dans le as des ordes ouvertes, à introduire
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un hamp de fond, le potentiel életromagnétique, qui est ouplé aux ex-
trémités de la orde, onsidérées omme des systèmes pontuels. À l'ation
de Polyakov est ainsi ajouté deux termes de bord de la forme (2.1.25), la
nouvelle ation s'érit shématiquement S
em
= S
P
+ S
bord
ave
S
bord
= e
∫
dτAµ(X)∂τX
µ
(2.6.10)
où e est la harge életrique et Aµ(X) le potentiel. Rappelons que si le hamp
életromagnétique de fond Fµν est une onde plane, la théorie reste onforme.
Préisons à la lumière de e formalisme omment un ouplage à des ondes
planes peut dénir une géométrie dépendante du temps. Nous distinguons
les oordonnées de ne de lumière x± = 1√
2
(x0 ± x1) et des oordonnées
transverses xi, i = 2, . . . , d. Si nous dénissons un potentiel dont la seule
omposante non nulle est
A+(x
i) = Φ(x+, xi) (2.6.11)
nous obtenons alors un hamp életromagnétique dépendent du temps
Fi+ = ∂iΦ(x
+, xi) (2.6.12)
qui onstitue un fond exat si
∂i∂
iΦ = 0 (2.6.13)
Le alul de la métrique eetive pour les ordes ouvertes donne
ds2 = −2dx+dx− + dxidxi + (2πα′)2 [∂iΦ(x+, xi)]2 dx+dx+ (2.6.14)
Cette métrique orrespond à une onde plane gravitationnelle dans les oor-
données de Brinkmann. Ainsi pour les ordes ouvertes du moins, il s'agit bien
d'une géométrie dépendante du temps.
Un autre point de vue, adopté dans les artiles [63, 64℄, onsiste à on-
sidérer la version T-duale de es ongurations de hamp életromagnétique,
'est-à-dire deux D-branes dont les vitesses et orientations relatives varient
au ours du temps. La T-dualité est expliquée à la sous-setion 2.10.2.
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Revenons à notre ouplage (2.6.10). La variation de l'ation dans un
espae-ible plat
S
em
= − 1
4πα′
∫
dτdσ (−∂τXµ∂τXµ + ∂σXµ∂σXµ)
+
1
2
e0
∫
dτA(0)µ (X)∂τX
µ − 1
2
e1
∫
dτA(1)µ (X)∂τX
µ
(2.6.15)
par rapport à Xµ(τ, σ) fournit, après intégration par partie, les onditions
au bord suivantes
∂σX
µ + 2πα′ea(F (a))µν(X) ∂τX
ν = 0 σ = σa (2.6.16)
Les équations du mouvement (2.4.5) restent, elles, inhangées. Par la suite,
on intégrera la harge ea et le fateur 2πα
′
à la dénition du hamp F (a). Les
équations du mouvement ont pour solution X(τ, σ) = f(τ +σ)+ g(τ −σ) où
les indies sont sous-entendus. Les onditions au bord s'érivent alors
f ′(τ)− g′(τ) + F (0)(f(τ) + g(τ)) (f ′(τ) + g′(τ)) = 0 (2.6.17a)
f ′(τ + π)− g′(τ − π) + F (1)(f(τ + π) + g(τ − π)) (f ′(τ + π) + g′(τ − π)) = 0
(2.6.17b)
On obtient un système d'équations diérentielles non linéaires et non loales,
e qui rend ompliquée, sinon impossible, la reherhe de solutions générales.
Champs élétromagnétiques onstants et uniformes, as du hamp
életrique
Commençons par étudier le as où les hamps F (a) sont onstants et
uniformes. On suppose en outre que les matries orrespondantes (F (a))µν
ommutent [F (0), F (1)] = 0. Les solutions des équations du mouvement qui
vérient les onditions au bord (2.6.16) s'érivent
X(τ, σ) = q0 +
(∫ τ+σ
eΩudu+
1 + F (0)
1− F (0)
∫ τ−σ
eΩudu
)
a0
+ i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
1
n + iΩ
(
e−i(n+iΩ)(τ+σ) +
1 + F (0)
1− F (0) e
−i(n+iΩ)(τ−σ)
)
an (2.6.18)
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où Ω est déni par
e2πΩ =
1− F (1)
1 + F (1)
1 + F (0)
1− F (0) (2.6.19)
Nous nous intéresserons plus partiulièrement au as où les deux hamps
sont des hamps életriques
17 F
(a)
+− = ǫa. On peut alors diagonaliser F
(a)
en
se plaçant dans les oordonnées du ne de lumière X± et on obtient
X± = q±0 + i
√
2α′
∑
n∈Z
1
n± iν e
−i(n±iν)τ cos [(n± iν)σ ∓ i arctanh(ǫ0)] a±n
(2.6.20)
où
ν =
1
π
(arctanh(ǫ1)− arctanh(ǫ0)) (2.6.21)
Cette expression est la même que dans [69℄ à des hoix de onventions près.
Maintenant, nous pouvons mettre en évidene la ressemblane formelle entre
les équations (2.6.8) et (2.6.20). De même que dans le as de la orde libre,
on peut onsidérer la orde fermée (2.5.7) omme étant onstituée d'un jeu
d'osillateurs de ordes ouvertes (2.5.8) pour les modes gauhes et d'un jeu
d'osillateurs de ordes ouvertes pour les modes droits, on peut voir la orde
fermée dans un orbifold lorentzian omme l'assemblage de deux jeux d'osil-
lateurs de orde ouverte ouplée à un hamp életrique (ǫ0 = 0, ǫ1 est hoisi
tel quel ν
ele
= ν
orbifold
= −wβ). Nous reviendrons à la setion 2.9.7 sur ette
analogie qui est ruiale puisqu'elle permet de quantier la orde fermée dans
l'orbifold lorentzien à partir de la quantiation de la orde ouverte dans un
hamp életrique. Exposée dans [19℄, elle a été exploitée par la suite dans
[20℄ et nous a permis de mener les aluls de [26℄.
Ondes planes életromagnétiques dépendantes du temps
Considérons maintenant le as du hamp életromagnétique dépendant
du temps. Les équations (2.6.17b) peuvent être simpliée si nous hoisissons
d'identier le temps de la feuille d'univers τ ave la oordonnée du ne de
lumière X+
X+ = q+ + p+τ . (2.6.22)
17
Les solutions dans le as de deux hamps magnétiques peuvent être obtenues à partir
des solutions (2.6.20) par un simple prolongement analytique de ν.
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Il s'agit en fait d'un hoix de jauge qui permet d'éliminer les redondanes
introduites par la symétrie par diéomorphisme et par transformation de
Weyl. La démarhe générale que nous suivons dans e hapitre onsiste à
quantier la théorie puis imposer les ontraintes appropriées sur les états
du spetre pour éliminer les états non physiques. Ii nous xons la jauge
et nous éliminons les degrés de liberté non physique avant de quantier.
Comme les deux démarhes sont équivalentes, nous ne détaillerons pas ette
quantiation de ne de lumière.
Les équations (2.6.17b) deviennent linéaires et il devient possible de trou-
ver des solutions si, pour les hamps életromagnétiques F (a), on hoisit des
fontions Φ(a) (voir (2.6.12)) linéaires ou quadratiques. Le as de fontions
Φ(a) linéaires, traité dans l'artile [64℄, n'entre pas dans le adre de ette thèse.
Nous allons don présenter le alul dans le as de fontions Φ(a) quadratiques
et indépendantes de x+. Nous reviendrons sur le as de hamps dépendants
du temps dans le hapitre 3.1.
Les fontions Φ(a) s'érivent alors
Φ(a) =
1
2
h
(a)
ij x
ixj (2.6.23)
où h
(a)
ij sont des matries onstantes hoisies de telle sorte que la ondition
(2.6.13) sur la fontion Φ soit remplie. On obtient des hamps ave un gra-
dient onstant
F
(a)
i+ = h
(a)
ij x
j
(2.6.24)
En raison de problèmes de stabilité que nous expliquerons dans le hapitre
3.1, il est néessaire d'ajouter un hamp magnétique onstant et uniforme.
Par soui de simpliité, nous le supposerons nul. Notons toutefois que les
équations en présene de e hamp magnétique restent linéaires, mais l'ex-
pression des solutions orrespondantes devient assez lourde.
Les équations (2.6.16) s'érivent sous es onditions
∂σX
+ = 0 (2.6.25)
∂σX
i + h
(a)
ij X
j∂τX
+ = 0 σ = σa (2.6.26)
∂σX
− − h(a)ij Xj∂τX+ = 0 (2.6.27)
Dans la jauge du ne de lumière, seule la ondition sur X i reste pertinente
∂σX
i + p+h
(a)
ij X
j = 0 σ = σa (2.6.28)
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On onsidère le as où les matries hij ommutent entre elles et on appelle
18
eij = p
+hij. Dans e as les matries sont odiagonalisables et on peut hoisir
un potentiel de la forme x2 − y2 (x et y sont deux diretions spatiales). On
se ramène ainsi à deux problèmes à une dimension image l'un de l'autre par
(e0, e1)→ (−e0,−e1).
Détaillons un peu la résolution de e problème. X i s'érit enore une
fois omme la somme d'une partie gauhe et d'une partie droite X(τ, σ) =
f(τ + σ) + g(τ − σ). Les onditions au bord (2.6.28) s'érivent alors
f ′(τ)− g′(τ) + e0 (f(τ) + g(τ)) = 0
f ′(τ + 2π)− g′(τ) + e1 (f(τ + 2π) + g(τ)) = 0
(2.6.29)
Les modes de Fourier de f et g, dénis par
f(τ) =
∫
fˆ(ω) e−iωτdω , (2.6.30)
vérient le système suivant(
−iω + e0 iω + e0
(−iω + e1)e−2iπω iω + e1
)(
fˆ(ω)
gˆ(ω)
)
= 0 (2.6.31)
Le système admet des solutions non nulles si et seulement si le déterminant
de la matrie 2 × 2 est nul, e qui détermine les valeurs des modes ω. On
peut mettre ette relation de dispersion sous la forme
tan(πω) =
(e1 − e0)ω
ω2 + e0e1
(2.6.32)
qui permet de mettre en évidene le fait qu'il existe un seul mode réel ωn
sur haque intervalle [n, n + 1[, n ∈ N \{0}. On garde ainsi la struture des
modes de la orde libre, ave un déalage qui rappelle le déalage réel présent
pour une orde ouplée à des hamps életriques. La ressemblane toutefois
s'arrête là, omme le montre l'expression des solutions.
X(τ, σ) = X
zéro
(τ, σ) +
∞∑
n=1
Xn (2.6.33)
18
Il y a un fateur π de diérene ave l'artile [67℄.
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où
Xn = Nn i
ωn
(
e−iωn(τ+σ) +
iωn − e0
iωn + e0
e−iωn(τ−σ)
)
an + omplexe onjugé
(2.6.34)
et X
zéro
orrespond aux modes zéros. Nn est un oeient de normalisation
dont l'expression peut être trouvé dans l'annexe C de [67℄ et dont nous ex-
pliquerons la détermination à la setion 2.9. Dans le as d'une orde neutre,
'est-à-dire lorsque e0 = e1, ωn = n et les modes sont données par l'expression
(2.6.34) en remplaçant ωn par n.
Revenons aux modes zéro. Leur expression dépend des valeurs de e0 et
e1. Dénissons δ = e1− e0−πe0e1 et ∆ = e1− e0+ 2π . Cinq as se présentent
 δ > 0 et ∆ > 0. La relation de dispersion (2.6.32) admet une seule
raine réelle ω0 dans ]0, 1[ (voir gure 2.1). Alors
X
zéro
= Xn=0 . (2.6.35)
 δ = 0 et ∆ > 0. Il existe deux modes de fréquene nulle.
X
zéro
(τ, σ) = N c0 (1− e0σ)(q0 + p0τ) (2.6.36)
 δ < 0 (la ourbe ∆ = 0 est ontenue dans e domaine). On a deux
raines omplexes ω±0 = ±ik0 (voir gure 2.1 et 2.2)
X
zéro
= X+ +X− (2.6.37)
ave
X±(τ, σ) = N u0
1
k0
(
e±k0(τ+σ) +
∓k0 − e0
∓k0 + e0 e
±k0(τ−σ)
)
a± (2.6.38)
Cette expression est valable pour une orde neutre, à ondition de poser
k0 = e et de redénir le mode a+ en posant a+ → −k0+e0−k0−e0a+. On obtient
X
zéro
(τ, σ) = N u0
1
e
(
ee(τ+σ)a− + e−e(τ−σ)a+
)
(2.6.39)
 δ = 0 et ∆ < 0. Les deux raines ±ω1 s'annulent (ave les notations
données plus haut, il s'agit en fait de fréquene ω1 qui sont devenues
ω0 ar elles passent de l'intervalle [1, 2[ à l'intervalle [0, 1[ ; l'ensemble
du spetre s'est déalé). On obtient deux nouveaux modes identiques à
(2.6.36).
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Fig. 2.1  Solution graphique de la relation de dispersion des ordes ouvertes. À
gauhe : δ > 0, ∆ > 0, toutes les raines sont réelles. À droite : δ < 0, ∆ > 0, deux
raines se sont renontrées à ω = 0 et sont devenues omplexes.
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Fig. 2.2  Solution graphique de la relation de dispersion des ordes ouvertes. À
gauhe : δ < 0, ∆ < 0, les raines dans l'intervalle [0, 1[ orrespondent au premier
niveau exité. À droite : δ > 0, ∆ < 0, deux nouvelles raines se sont renontrées
et sont devenues omplexes.
 δ > 0 et ∆ < 0. Les raines ±ω1 sont devenues omplexes (voir gure
2.1) et orrespondent à deux modes donnés par (2.6.38).
Les phénomènes physiques assoiés à es modes seront expliqués au hapitre
3.1.
Cette série de résultats montre qu'une grande variété de ongurations
peuvent être résolues exatement et permettre ainsi un traitement standard
de première quantiation.
2.7 Conditions au bord partie 3 : fermions
Nous rappelons que pour la orde supersymétrique nous nous plaçons
dans l'espae plat et dans la situation où la orde est libre. Nous exposons
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le alul des solutions pour les degrés de liberté fermioniques de la orde
supersymétrique. Ces résultats sont les éléments onstitutifs des expressions
d'amplitude que nous érirons à la setion 3.3 lorsque nous étudierons la
S-brane.
Le terme de bord s'érit∫
dτ [ψ+(π)δψ+(π)− ψ−(π)δψ−(π)− (ψ+(0)δψ+(0)− ψ−(0)δψ−(0))] = 0
(2.7.1)
où la dépendane en τ est sous-entendue.
2.7.1 Cordes ouvertes
Pour les ordes ouvertes, les onditions aux bords sont vériées si les
spineurs ψµ± vérient
ψ−(0, τ) = η1ψ+(0, τ) (2.7.2a)
ψ−(π, τ) = η2ψ+(π, τ) (2.7.2b)
où η1,2 peuvent prendre indépendamment les valeurs ±1. Si η1 = η2 alors
nous sommes dans le seteur de Ramond, noté R, de la orde ouverte. Si
η1 = −η2 alors nous sommes dans le seteur de Neveu-Shwarz, noté NS, de
la orde ouverte.
Les solutions pour les spineurs s'érivent alors
ψµ∓ =
√
α′
∑
r
bµr e
−ir(τ∓σ)
(2.7.3)
où r ∈ Z+ 1
2
dans le seteur NS et r ∈ Z dans le seteur R.
2.7.2 Cordes fermées
Dans le as des ordes fermées, les deux omposantes ψ+ et ψ− sont
indépendantes ; elles peuvent être soit périodiques, soit anti-périodiques. Cela
s'érit
ψ−(0, τ) = η3ψ−(2π, τ) (2.7.4a)
ψ+(π, τ) = η4ψ+(2π, τ) (2.7.4b)
Nous avons alors quatre seteurs diérents
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 le seteur de Ramond,Ramond, noté R-R ou RR, qui orrespond à η3 =
η4 = +1,
 le seteur de Neveu-Shwarz,Neveu-Shwarz, noté NS-NS ou NSNS, qui
orrespond à η3 = η4 = −1,
 le seteur de Ramond,Neveu-Shwarz, noté R-NS ou RNS, qui orre-
spond à η3 = −η4 = +1,
 le seteur de Neveu-Shwarz,Ramond, noté NS-R ou NSR, qui orre-
spond à η3 = −η4 = −1,
Les solutions pour les spineurs s'érivent
ψµ− =
√
α′
∑
r
βµr e
−ir(τ−σ)
(2.7.5a)
ψµ+ =
√
α′
∑
s
β˜µs e
−is(τ+σ)
(2.7.5b)
où, pour les modes β, r ∈ Z+ 1
2
dans le seteur NS et r ∈ Z dans le seteur
R et, pour les modes β˜, s ∈ Z+ 1
2
dans le seteur NS et s ∈ Z dans le seteur
R.
Avant d'exposer la proédure de première quantiation pour la orde,
nous allons expliquer rapidement l'intégrale des hemins en théorie de ordes
et montrer omment nous aboutissons à une théorie onforme à deux dimen-
sions.
2.8 Intégrale des hemins et théorie onforme
des hamps
Il existe deux formalismes majeurs pour implémenter la proédure de
quantiation : l'intégrale des hemins et le formalisme d'opérateur (quan-
tiation anonique).
Nous avons entrevu l'existene de la quantiation du ne de lumière, où
les ontraintes sont résolues avant la quantiation. Cei brise la ovariane
manifeste de la théorie, qu'il faut vérier a posteriori. Inversement, il est pos-
sible de quantier puis d'imposer les ontraintes sur les états physiques, e qui
permet de préserver expliitement la ovariane. Ce programme est réalisé par
l'anienne quantiation ovariante et dans la quantiation BRST. Comme
56
2.8 Intégrale des hemins et théorie onforme des hamps
nous l'avons évoqué à la setion 2.2, la seonde est la version rigoureuse de
la première.
Dans ette setion, nous introduisons le formalisme d'intégrale des hemins,
qui permet de présenter plus aisément le lien ave la théorie onforme des
hamps et les onepts qui nous seront utiles par la suite, notamment les
fontions de orrélation.
2.8.1 Feuille d'univers eulidienne et intégrale des hemins
Une fontion de orrélation C = 〈Φ[X ]〉 s'érit dans le formalisme de
l'intégrale des hemins
C =
∫
[DX ][Dγ] Φ[X ] eiSP[X,γ] . (2.8.1)
Pour donner une dénition mathématiquement plus aeptable de l'intégrale
des hemins, il est d'usage de onsidérer une intégrale des hemins ave une
ation eulidienne, qui est ii obtenue par prolongement analytique de la
oordonnée τ de feuille d'univers τ = −iτ
E
. La feuille d'univers devient une
surfae eulidienne et l'ation
S
E
=
1
4πα′
∫
dτ
E
dσ
√
γ
E
γab
E
∂aX
µ∂bXµ (2.8.2)
où le hangement de signe devant l'ation provient de la onvention hoisie
pour l'intégrale de hemin eulidienne : le poids aeté à haque trajetoire
lassique est e−SE. Les symétries permettent de hoisir une jauge pour la
métrique qui peut se ramener à la métrique plane eulidienne δab.
Fixer la jauge, omme pour la partiule pontuelle, produit un détermi-
nant de Fadeev-Popov, qui s'exprime omme une ontribution en terme de
fantmes à l'ation de la orde. Nous n'entrerons pas plus dans les détails,
mais notons qu'aux fantmes orrespond également une théorie onforme des
hamps. Le formalisme que nous exposons dans ette setion s'applique don
à es hamps.
Nous avons xé la jauge pour métrique. Il reste ependant une lasse
de transformations ombinant une transformation de Weyl et un diéomor-
phisme qui ne modie pas la métrique et les degrés de liberté orrespondants
ne sont don pas éliminés par le hoix de jauge. Il s'agit des transformations
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onformes. Il faudra don tenir ompte des ontraintes imposées par ette
symétrie résiduelle lorsque nous proéderons à la quantiation de la théorie
et au alul des fontions de orrélation.
2.8.2 Invariane par transformation onforme de l'a-
tion ave la jauge de métrique xée
Avant d'aborder le formalisme de la théorie onforme des hamps à deux
dimensions, expliquons brièvement la symétrie onforme. Le prolongement
analytique τ = −iτ
E
hangent les oordonnées de ne de lumière σ∓ en
oordonnées omplexes w = σ + iτ
E
, w¯ = σ − iτ
E
. La métrique de la feuille
d'univers, dans la jauge unitaire, s'érit alors
ds2Σ = dwdw¯ (2.8.3)
La métrique du plan est fatorisée. Cei est une partiularité de la dimension
deux et la métrique ne se fatorise pas pour un espae plat de dimension
supérieure à deux.
Appliquons à présent le diéomorphisme suivant
w′ = f(w) w¯′ = f(ω) (2.8.4)
à la suite de la transformation de Weyl de paramètre ω(w, w¯) que nous déter-
minerons a posteriori. f est une fontion holomorphe. La métrique devient
alors
ds′Σ
2
= e2ω(w,w¯)
1
|∂wf |2dw
′dw¯′ (2.8.5)
Si l'on hoisit ω(w, w¯) = ln|∂wf |, la métrique reste inhangée. Nous voyons
don que les transformations onformes apparaissent omme un sous-ensemble
des transformations de Weyl assoiées à un diéomorphisme et qu'elles ne
sont pas xées par le hoix de jauge.
Avant de ontinuer, faisons deux remarques. La première onerne les
transformations onformes. Ces transformations sont dénies sur le plan
doté de la métrique δab. Les transformations onformes n'agissent pas, on-
trairement aux diéomorphismes ou aux transformations de Weyl, sur une
métrique indépendante qu'on peut faire varier ; elles hangent les distanes
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entre les points. Il s'agit don d'une ontrainte additionnelle sur la dynamique
des hamps sur la feuille d'univers. Lorsque nous érivons ds′2, 'est bien la
distane innitésimale qui hange et non la métrique, bien que les notations
ne distinguent pas ette nuane.
La seonde remarque porte sur la dimension deux. Nous avons insisté sur
le fait qu'en dimension deux la métrique s'érivait sous forme fatorisée et
'est ette forme qui permet de onsidérer des transformationsw′ = f(w) ave
une fontion f holomorphe quelonque. Par ontre, en dimension supérieure à
deux, il n'existe qu'un nombre ni de transformations onformes : les transla-
tions, les rotations, les dilatations et l'inversion, 'est-à-dire la transformation
xµ → 1
xµxµ
xµ (2.8.6)
Les ontraintes imposées sur les fontions de orrélations en dimension deux
sont don bien plus puissantes qu'en dimension supérieure. C'est l'une des
raison pour lesquelles la dénition d'une  théorie des membranes  (la orde
est remplaée par une surfae dont l'évolution temporelle orrespondrait à un
volume d'univers) ou autres objets de dimension supérieure n'est pas enore
laire.
2.8.3 Générateurs lassiques des transformations on-
formes
Nous allons à présent mettre en évidene la struture algébrique des trans-
formations onformes au niveau lassique. Considérons une transformation
onforme innitésimale w′ = w + ǫ(w), où ǫ est une fontion holomorphe
(la transformation de w¯, sous-entendue, est identique). Notons que le do-
maine sur lequel la fontion est holomorphe n'est pas préisé. Si nous hoisis-
sons le plan omplexe tout entier, toute fontion bornée est onstante, ette
solution ne peut pas être retenue. Nous pouvons alors dénir un domaine
{w, |w| < R} où R, alors ǫ(w) et bornée et admet un dévelopement de Tay-
lor ǫ(w) =
∑∞
n=−1 bnw
n+1
. Nous pouvons restreindre enore le domaine à
un anneau {w, r < |w − w0| < R}, e qui autorise la fontion ǫ(w) à avoir
des singularités artiielles ou essentielles ou des ples hors de l'anneau (et
notamment en w0). ǫ(w) admet alors un développement en série de Laurent
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ǫ(w) =
∑∞
n=−∞ an(w − w0)n+1. r et R sont hoisis de telle sorte à éviter
d'éventuelles singularités
19
et pour qu'il soit possible de borner ǫ(w) sur l'an-
neau par une valeur innitésimale. Par la suite, lorsque nous parlerons de
fontion holomorphe innitésimale, 'est dans le sens de fontion holomor-
phe innitésimale dénie sur un anneau. Bien entendu, tout ei s'applique
aussi à ǫ¯(w¯).
ǫ admet don un développement en série de Laurent20
ǫ(w) =
∞∑
n=−∞
anw
n+1
(2.8.7)
La transformation onforme innitésimale agit sur un hamp salaire las-
sique Φ(w) (de même, la dépendane sur w¯ est sous-entendue) de la façon
suivante
δǫΦ = −
∞∑
n=−∞
anw
n+1∂wΦ (2.8.8)
où δǫΦ = Φ
′(w)−Φ(w) ave Φ′(w) = Φ(w− ǫ(w)). Les opérateurs ln, dénis
par
ln = −wn+1∂w (2.8.9)
sont les générateurs des transformations onformes lassiques. Ils vérient
l'algèbre de Wit
21
:
[ln, lm] = (n−m)ln+m (2.8.10)
On a la même relation de ommutation pour les opérateurs l¯n.
2.8.4 Générateurs quantiques des transformations on-
formes
Au niveau quantique, e n'est plus sur un hamp lassique Φ qu'il faut
étudier l'eet d'une transformation onforme, mais sur les fontions de or-
rélation ontenant Φ. L'eet d'une transformation onforme innitésimale
19
En général, r est xé à 0 et le domaine est un disque peré du point w0.
20w0 peut être xé sans perte de généralité à 0 par une translation.
21
ou algèbre de Virasoro lassique, bien que e terme prête à onfusion.
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sur le hamp Φ dans une fontion de orrélation 〈Φ(w0)Φ1(w1) . . .ΦN(wN)〉
est le suivant
22
〈δǫΦ(w0)Φ1(w1) . . .ΦN(wN)〉 = 1
2π
∫
B
d2ξ ∂aǫb(ξ, ξ¯)〈Tab(ξ, ξ¯)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉 =
1
2πi
∮
C
dξ
[
ǫ(ξ)〈Tww(ξ, ξ¯)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉+ ǫ(ξ)〈Tw¯w(ξ, ξ¯)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉
]
− 1
2πi
∮
C
dξ¯
[
ǫ(ξ)〈Tw¯w¯(ξ, ξ¯)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉+ ǫ(ξ)〈Tww¯(ξ, ξ¯)Φ(w0) . . .ΦN (wN)〉
]
(2.8.11)
où C est un ontour qui ontient seulement w0 et où, B est le domaine privé
de w0 tel que C = ∂B et sur lequel ǫ est déni. Sur la première ligne, ∂
a
agit
sur le produit ǫbTab. T est le tenseur énergie-impulsion. Enn, le fateur
1
2π
est une onvention ommode.
En hoisissant ǫ(w) = ǫ (translation) puis ǫ(w) = λ(w−w0) (dilatation),
on obtient, pour w 6= ωi
∂w¯Tww = ∂wTw¯w¯ = 0 (2.8.12)
Tww¯ = Tw¯w = 0 (2.8.13)
Ces relations sont des relations sur l'opérateur T , ou autrement dit, elles
doivent être omprises en terme de fontion de orrélation, 'est-à-dire que
∂w¯Tww = 0 signie en fait
〈∂w¯TwwΦ(w0)Φ1(w1) . . .ΦN (wN)〉 = 0 (2.8.14)
quels que soient les opérateurs Φ et Φi. Cei est valable pour toutes les équa-
tions qui suivent, qu'elles impliquent T ou un autre opérateur. Les équations
(2.8.12) permettent de se ramener à deux fontions respetivement holomor-
phe Tww = T (w) et antiholomorphe
23 Tw¯w¯ = T (w¯). On peut montrer par
ailleurs que Tww¯ = Tw¯w = T
a
a ; ainsi l'équation (2.8.13) orrespond à l'annu-
lation de la trae de T . Les deux fontions T et T¯ susent pour dénir le
tenseur énergie-impulsion. Cependant, l'équation (2.8.13) n'est valable que
pour une feuille d'univers plate. L'anomalie de Weyl modie ette équation
Tww¯ = Tw¯w = − c
12
R (2.8.15)
22
Nous suivons en partie l'exposition faite dans [75℄. L'artile de référene est [76℄.
23
Dans le sens indiqué plus haut de fontions développables en série de Laurent.
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où R est la ourbure de Rii de la feuille d'univers et c est une onstante
qui est aussi la harge entrale de la théorie onforme onsidérée, notion que
nous dénirons un peu plus loin. Toutefois, en e qui nous onerne, nous
travaillerons dans des situations ette anomalie est une onstante, e qui
permet de se restreindre aux deux fontions T et T .
L'identité de Ward (2.8.11) s'érit à présent
〈δǫΦ(w0)Φ1(w1) . . .ΦN (wN)〉 =
1
2πi
∮
C
dξ ǫ(ξ)〈T (ξ)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉 − 1
2πi
∮
C
dξ¯ ǫ(ξ) T (ξ¯)Φ(w0)Φ1 . . .ΦN 〉
(2.8.16)
Cette relation, dans le adre d'une théorie onforme partiulère, permet de
aluler la transformation de l'opérateur Φ.
Les générateurs des transformations onformes sont les oeients de T
et de T des séries de Laurent suivantes
T (w) =
∞∑
n=−∞
w−n−2Ln , T (w) =
∞∑
n=−∞
w¯−n−2 L¯n (2.8.17)
Les opérateurs Ln et L¯n vérient les mêmes relations de ommutation
24
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
n(n2 − 1)δn+m,0 (2.8.18)
et onstituent ainsi une algèbre de Virasoro. c est la harge entrale.
2.8.5 Représentations irrédutibles de l'algèbre des généra-
teurs, hamps primaires
Les représentations irrédutibles de ette algèbre, appelées aussi module
de Verma Vc,h sont aratérisées par la harge entrale c et le poids onforme
h, qui est la valeur propre de L0 de l'état de plus haut poids. N'oublions
pas la présene de l'algèbre antiholomorphe orrespondant aux L¯n, ave des
modules de Verma V c¯,h¯ aratérisés par une harge entrale c¯ et un poids
onforme h¯. Les états de notre théorie appartiennent don au produit diret
24
Rappelons que ette équation doit être omprise omme une relation sur des fontions
de orrélation. Voir [75℄ pour la démonstration dans e formalisme.
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Vc,h×V c¯,h¯. Les notations sont ii trompeuses puisque c¯ n'est pas le onjugué
de c ni h¯ elui de h. On notera le poids onforme (h, h¯).
L'état de plus haut poids de la représentation irrédutible est appelé
aussi hamp primaire. Sous une transformation onforme w → f(w), il se
transforme de la façon suivante
Φ(w, w¯)→ Φ′(w, w¯) = (∂wf(w))h(∂wf(w))h¯Φ(f(w), f(w)) (2.8.19)
On peut aussi aratériser un état de plus haut poids par les onditions
suivantes
LnΦ = 0 pour tout n > 0 (2.8.20a)
L0Φ = hΦ (2.8.20b)
et les onditions orrespondantes pour les opérateurs L¯n.
Ainsi, le hamp salaire que nous avons onsidéré plus haut est un hamp
primaire de poids (0, 0). Dans e qui suit, tous les hamps que nous onsid-
érerons seront des hamps primaires, sauf le tenseur énergie-impulsion, qui
appartient au module de Verma de l'opérateur identité de poids onforme
nul.
Comme ette dernière phrase permet de le onstater, nous employons in-
diéremment  hamp ,  opérateur  ou  état  pour désigner les éléments
des modules de Verma.  Champ  fait référene aux fontions de orrélation
de hamps,  opérateur  fait référene à l'ériture ondensée des relations
entre fontions de orrélation sous forme de relation entre opérateurs (sous-
entendu, agissant sur les hamps qu'on peut rajouter dans les fontions de
orrélation) et  état  se trouve justié par l'équivalene entre le formal-
isme d'intégrale des hemins et le formalisme de quantiation anonique,
que nous aborderons dans la setion 2.9.
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2.8.6 Appliation à la théorie de la orde bosonique :
théorie onforme minimale c = 1 du boson libre,
ordre normal
Revenons maintenant à la théorie des ordes. Au lieu d'utiliser les vari-
ables w, nous utiliserons les variables z dénies par
z = e−iw = eτE−iσ z¯ = eiw¯ = eτE+iσ (2.8.21)
de sorte que les expressions des solutions des équations du mouvement s'érivent
omme des séries de Laurent. Par exemple, pour la orde fermée libre, après
prolongement analytique τ = −iτ
E
, la solution (2.5.7) s'érit
Xµ(z, z¯) = xµ − iα
′
2
pµ ln(zz¯) + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
(
αµn
n
z−n +
α˜µn
n
z¯−n
)
(2.8.22)
et peut être déomposée en une partie holomorphe
Xµ
h.
(z) =
1
2
xµ − iα
′
2
pµ ln(z) + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
αµn
n
z−n (2.8.23)
et une partie antiholomorphe
Xµ
a.h.
(z) =
1
2
xµ − iα
′
2
pµ ln(z¯) + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
α˜µn
n
z¯−n (2.8.24)
L'ation eulidienne (2.8.2) s'érit
S
E
=
1
2πα′
∫
d2w ∂wX
µ∂w¯Xµ =
1
2πα′
∫
d2z ∂Xµ∂¯Xµ (2.8.25)
où d2w = dwdw¯ = 2dτ
E
dσ, ∂ = ∂z et ∂¯ = ∂z¯. Les omposantes non nulles du
tenseur énergie-impulsion
25
sont
T (z) = − 1
α′
:∂Xµ(z)∂Xµ(z) : , T (z¯) = − 1
α′
: ∂¯Xµ(z¯)∂¯Xµ(z¯) : (2.8.26)
25
Les expressions (2.8.26) omportent un signe − supplémentaire par rapport aux ex-
pressions (2.4.4). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille d'univers
eulidienne qui hange le signe de l'ation (omparer (2.8.25) et (2.2.10)).
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Les deux points indiquent l'ordre normal que l'on va appeler onforme, par
opposition à l'ordre normal dans le formalisme de la quantiation anonique.
Les deux ordres normaux produisent le même résultat, mais l'ordre normal
onforme est déni diéremment. Voyons omment sur l'exemple de T (z).
La fontion de orrélation 〈Xµ(z, z¯)Xν(z′, z¯′)〉 peut être alulée sans ob-
stale dans le formalisme de l'intégrale des hemins puisque S
E
est quadra-
tique. Le résultat s'érit
〈Xµ(z, z¯)Xν(z′, z¯′)〉 = −α
′
2
ηµν ln(|z − z′|2S) (2.8.27)
où S est la surfae de la feuille d'univers et orrespond à un régulateur à
grande distane. Remarquons en passant que X n'est pas un hamp primaire.
La fontion de orrélation 〈∂Xµ(z)∂Xµ(z′)〉 est déduite par diérentiation (la
variable z¯ n'intervient plus à présent) :
〈∂Xµ(z)∂Xν(z′)〉 = −α
′
2
ηµν
1
(z − z′)2 (2.8.28)
On onstate alors que la limite z → z′ est divergente, e qui pose problème
pour dénir T . On régularise ette divergene à ourte distane à l'aide de
l'ordre normal, déni par
:Xµ(z, z¯)Xν(z′, z¯′) : = Xµ(z, z¯)Xν(z′, z¯′) +
α′
2
ηµν ln(|z − z′|2) (2.8.29)
L'ordre normal appliqué à plus de deux hamps est déni réursivement
par
:Φ1Φ2 . . .ΦN : = Φ1 :Φ2 . . .ΦN : −
N∑
i=2
〈Φ1Φi〉 :Φ2 . . .Φi−1Φi+1 . . .ΦN :
(2.8.30)
On vérie que ette proédure est ohérente en alulant le produit T (z)T (z′)
(toujours ave des fontions de orrélation sous-entendues)
T (z)T (z′) =
D
2
1
(z − z′)4 +
2
(z − z′)2T (z
′) +
1
z − z′∂z′T (z
′) + . . . (2.8.31)
où . . . fait l'ellipse des termes non divergents lorsque z → z′. Ce développe-
ment de T (z)T (z′) orrespond à e à quoi on s'attend pour une théorie on-
forme dont la harge entrale serait c = D. D'autre part, on peut aussi vérier
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que
T (z)∂z′X
ρ(z′) =
1
(z − z′)2∂z′X
ρ(z′) +
1
(z − z′)∂z′(∂z′X
ρ)(z′) + . . . (2.8.32)
e qui orrespond à e qu'on attend pour un hamp primaire de poids on-
forme (1, 0). On peut vérier diretement que ∂zX
ρ(z) obéit à la loi de trans-
formation (2.8.19) ave h = 1 et h¯ = 0.
Ainsi nous sommes en présene d'une théorie onforme ave une harge
entrale c = D. Cette théorie est la superposition de D bosons libres Xµ qui
dénissent haun une théorie onforme ave une harge entrale c = 1. Un
outil puissant permet de aluler les fontions de orrélations de ette théorie :
la représentation des hamps primaires par des opérateurs exponentiels du
hamp libre Xµ (hapitre 6 de [75℄). À un opérateur Φh(z, z¯) de la théorie
26
,
on assoie un opérateur de vertex Vp(z, z¯)
Vp(z, z¯) = :e
ipX(z,z¯) : (2.8.33)
où p vérie la relation suivante
h = h¯ =
α′
4
p2 (2.8.34)
Cei se généralise à la théorie ontenant D bosons Xµ. Les fontions de
orrélations feront ainsi intervenir les opérateurs de vertex
Vp(z, z¯) = :e
ipµXµ(z,z¯) : (2.8.35)
où p est l'impulsion de la orde entrante. Ces opérateurs se généralisent aux
produits
V {µi,νj}p (z, z¯) = :
∏
i
∂miXµi
∏
j
∂¯njXνjeipµX
µ(z,z¯) : (2.8.36)
qui orrespondent à tous les états que nous trouverons en quantiation
anonique.
Les amplitudes de la théorie des ordes doivent être invariante sous une
transformation onforme. Comme la position de l'opérateur de vertex est
26
On ne onsidère que le as où h = h¯.
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arbitraire sur la feuille d'univers, les amplitudes font intervenir les opérateurs
intégrés
V =
∫
d2z :eipµX
µ(z,z¯) : (2.8.37)
qui doivent être invariant, e qui xe le poids onforme de Vp(z, z¯) à (1, 1) et
permet de déterminer le spetre dans e formalisme.
Nous avons ainsi donné un aperçu de l'origine de la ondition de quan-
tiation, de l'ordre normal et de la forme des opérateurs de vertex que nous
introduirons dans le adre de la quantiation anonique sans plus de justi-
ation.
Nous ne développerons pas plus les formalismes de l'intégrale des hemins
et de la théorie onforme et nous terminerons par deux remarques
 Dans le as de la orde ouverte, les onditions aux bords identient les
algèbres de Virasoro holomorphes et antiholomorphes Ln = L¯n.
 La théorie des ordes est bien dénie lorsque la harge entrale totale
est nulle. Notre théorie onforme à c = D est omplétée par la théorie
onforme des fantmes de Fadeev-Popov qui ont une harge entrale
c′ = −26 dans le as de la orde bosonique. La harge entrale totale
est ainsi D− 26, e qui xe la dimension de l'espae-temps à vingt-six
dimensions.
2.8.7 Intégrale des hemins pour les fermions, théorie
superonforme
Intégrale des hemins pour la orde supersymétrique
L'intégrale des hemins pour l'ation supersymétrique fait intervenir, omme
en théorie des hamps, des variables de Grassmann et les résultats de l'inté-
grale de Berezin. On peut érire l'ation en terme de superhamps dénis sur
un superespae, e qui rend manifeste l'invariane par supersymétrie, mais
nous n'exposerons pas e formalisme dont nous n'aurons pas besoin par la
suite. Les degrés de liberté de symétrie sont éliminés en xant la jauge super-
onforme. Le déterminant de Fadeev-Popov sera exprimé en terme non seule-
ment de fantmes, mais aussi de superfantmes. Comme préédemment, nous
ne détaillerons pas les subtilités liés à es superfantmes et nous en tiendrons
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ompte diretement dans le résultat.
Théorie superonforme des hamps
Nous avons vu à la sous-setion 2.4.2 qu'aux transformations de super-
symétrie orrespondaient un superourant J±. En proédant de la même
manière que dans le as bosonique, nous pouvons montrer que l'ation su-
persymétrique, une fois la jauge xée, est invariante sous l'ation des trans-
formations superonformes
δXµ(w, w¯) = −ǫ¯(w, w¯)ψµ(w, w¯) , δψµ(w, w¯) = iρa∂aXµ(w, w¯) ǫ(w, w¯)
(2.8.38)
où nous insistons sur la dépendane en w, w¯ de ǫ. ǫ¯ n'est pas ii le onjugué
de ǫ, mais le onjugué multiplié par la matrie de Pauli ρ0. L'expression
(2.8.38) est à omparer à elle de la supersymétrie (2.3.4) et à elle des
transformations onformes (dont l'expression innitésimale est δXµ(w, w¯) =
−ǫ(w, w¯)Xµ(w, w¯)).
La symétrie résiduelle est ainsi une symétrie superonforme, qui ontraint
la forme des fontions de orrélation et permet de travailler ave le formalisme
de la théorie superonforme des hamps.
De même que les transformations onformes sont générées par des modes
Ln de T qui forment l'algèbre de Virasoro, les transformations superon-
formes sont générées par les modes Ln et les modes Gr du superourant
J , fontion holomorphe de w obtenue à partir de J− lors du prolongement
analytique vers la feuille d'univers eulidienne
27
J(w) =
∑
r∈Z+ν
w−r−
3
2 Gr , J¯(w¯) =
∑
r∈Z+ν
w¯−r−
3
2 G¯r (2.8.39)
où ν = 0 si nous sommes dans le seteur de Ramond et ν = 1
2
si nous sommes
dans le seteur de Neveu-Shwarz.
27J¯ , superourant antiholomorphe, est obtenu à partir de J+ et partiipe à une seonde
superalgèbre de Virasoro.
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Ces modes forment la superalgèbre de Virasoro.
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
n(n2 − 1)δn+m,0 (2.8.40a)
{Gr, Gs} = 2Lr+s + c
12
(4r2 − 1)δr+s,0 (2.8.40b)
[Ln, Gr] =
n− 2r
2
Gn+r (2.8.40)
Lorsque r et s sont des entiers, il s'agit de l'algèbre de Ramond, lorsque r et
s sont demi-entiers, il s'agit de l'algèbre de Neveu-Shwarz.
Appliation à la théorie de la superorde : théorie superonforme
minimale c = 1
2
du fermion libre
Comme pour la orde bosonique, il faut utiliser les variables z et z¯ pour
que les solutions des équations du mouvement s'érivent omme des séries de
Laurent. L'ation eulidienne s'érit
S
E
=
1
2πα′
∫
d2w
(
∂wX
µ∂w¯Xµ − i
2
ψµ−∂w¯ψ−,µ +
i
2
ψµ+∂wψ+, µ
)
=
1
2πα′
∫
d2z
(
∂Xµ∂¯Xµ − i
2
ψµ−∂¯ψ−,µ +
i
2
ψµ+∂ψ+, µ
)
(2.8.41)
où, dans la seonde égalité, ψ±, fontions de z, z¯, sont dénis par
ψ−(w) = (∂wz)
1
2ψ−(z) = (−iz) 12ψ−(z) (2.8.42a)
ψ+(w¯) = (∂w¯z¯)
1
2ψ+(z¯) = (iz¯)
1
2ψ+(z¯) (2.8.42b)
pour que l'ation soit invariante sous la transformation onforme. Comme on
peut le vérier en alulant le produit d'opérateurs Tψ à partir des expres-
sions données i-dessous, es transformations orrespondent à des opérateurs
de poids onformes respetifs (1
2
, 0) et (0, 1
2
). Nous avons les expressions suiv-
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antes pour le tenseur énergie-impulsion et le superourant
28
T−−(z) = T (z) = − 1
α′
(
:∂Xµ(z)∂Xµ(z) : − i
2
:ψ−(z)∂ψ−(z) :
)
(2.8.43a)
T++(z¯) = T (z¯) = − 1
α′
(
: ∂¯Xµ(z¯)∂¯Xµ(z¯) : +
i
2
:ψ+(z¯)∂¯ψ+(z¯) :
)
(2.8.43b)
J−(z) = J(z) =
√
2i
α′
:ψµ−(z)∂Xµ(z) : (2.8.43)
J+(z¯) = J¯(z¯) = −
√−2i
α′
:ψµ+(z¯)∂¯Xµ(z¯) : (2.8.43d)
Le développement en modes de ψ± s'érit
ψµ−(z) =
√
iα′
∑
r
βµr z
−r− 1
2
(2.8.44a)
ψµ+(z¯) =
√−iα′
∑
s
β˜µs z¯
−s− 1
2
(2.8.44b)
Notons que J est un opérateur de poids onforme (3
2
, 0) et J¯ un opérateur
de poids onforme (0, 3
2
). Nous rappelons que T et T¯ sont les desendants
de l'opérateur identité dans l'algèbre holomorphe et antiholomorphe respe-
tivement et ne se transforment pas omme les hamps primaires. Nous n'en-
trerons pas plus dans les détails.
Les fontions de orrélation à deux points des hamps fermioniques s'éri-
vent
〈ψµ−(z)ψν−(z′)〉 = iα′ηµν
1
z − z′ (2.8.45a)
〈ψµ+(z¯)ψν+(z¯′)〉 = −iα′ηµν
1
z¯ − z¯′ (2.8.45b)
et permettent de dénir l'ordre normal onforme pour es hamps.
Pour aluler des fontions de orrélation, des opérateurs de vertex super-
symétriques peuvent être onstruits omme pour la orde bosonique. Comme
ette onstrution fait intervenir des subtilités liés aux superfantmes et que
nous n'aurons pas besoin de la forme préise de es opérateurs de vertex par
la suite, nous n'entrerons pas dans les détails.
28
Les expressions (2.8.43) omportent un signe − supplémentaire par rapport aux ex-
pressions (2.4.6) et (2.4.8). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille
d'univers eulidienne qui hange le signe de l'ation (omparer (2.8.41) et (2.3.5)).
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Enn, pour que la théorie puisse être orretement dénie, il faut à nou-
veau que la harge entrale totale soit nulle. En tenant ompte des fantmes
et superfantmes, elle-i est égale à D − 10. Le nombre de dimensions de
l'espae-temps est don xée à dix, ontre vingt-six dans le as de la orde
bosonique.
2.9 Quantiation anonique : anienne quan-
tiation ovariante
Il ne sera pas aussi faile d'appliquer la ondition de ouhe de masse et
la séletion des états physiques est obtenue par une règle ad ho, qu'on peut
justier dans le formalisme BRST ou elui d'intégrale des hemins. Nous n'ex-
poserons pas le formalisme BRST, nous nous ontenterons d'exposer ertains
aspets du formalisme d'intégrale des hemins qui nous seront utiles pour l'-
expliation des aluls que nous avons réalisés en théorie des ordes. Nous
ne détaillerons pas les autres aspets, notamment le traitement omplet des
fantmes qui sont des degrés de liberté supplémentaires introduits lorsqu'on
élimine les degrés de liberté de jauge ; nous nous ontenterons de mentionner
les eets qu'ils ont sur nos aluls.
2.9.1 Quantiation anonique de la orde ouverte libre
La proédure que nous allons suivre ressemble formellement à e qu'on ap-
pelle seonde quantiation en théorie des hamps. Gardons à l'esprit epen-
dant que pour la orde il s'agit d'une première quantiation. Nous allons
détailler ette proédure dans le as de la orde libre (onditions au bord
de Neumann aux deux extrémités) et ouverte. Nous donnerons seulement les
résultats pour les autres as (orbifold et hamp életromagnétique).
Il s'agit de promouvoir au rang d'opérateurs les modes xµ, pµ et aµn de la
orde. Comme pour le système pontuel (voir setion 2.1), la presription de
la quantiation anonique s'érit
[. , .]
P.B.
−→ −i[. , .] (2.9.1)
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Les rohets de Poisson sur Xµ et son impulsion onjuguée πµ = − 1
2πα′
∂τX
µ
[Xµ(τ, σ) , Xν(τ, σ′)]
P.B.
= [πµ(τ, σ) , πν(τ, σ′)]
P.B.
= 0 (2.9.2a)
[Xµ(τ, σ) , πν(τ, σ′)]
P.B.
= −ηµν δ(σ − σ′) (2.9.2b)
permettent de aluler les rohets de Poisson sur les modes de la orde (nous
omettrons dénitivement d'érire les rohets de ommutation nuls)
29
[aµn , a
ν
m]P.B. = in η
µν δm+n,0 (2.9.3a)
[xµ, pν ]
P.B.
= −ηµν (2.9.3b)
Après quantiation , les opérateurs Xµ et πν vérient les relations de om-
mutation suivantes
[Xµ(τ, σ) , πν(τ, σ′)] = i ηµν δ(σ − σ′) (2.9.4)
et les modes
[aµn , a
ν
m] = n η
µν δm+n,0 (2.9.5a)
[xµ, pν ] = iηµν (2.9.5b)
Les hamps lassiques Xµ sont réels. Cette propriété devient une ondition
d'hermitiité pour l'opérateur Xµ et impose la relation suivante (aµn)
† = aµ−n.
On reonnaît respetivement les relations de ommmutation de l'osillateur
harmonique (à un fateur de normalisation près) et elles de la partiule libre.
L'espae des états E sera don le produit diret entre les états de l'osillateur
harmonique et les états propres de l'impulsion p
E =
{∣∣∣{Nµn}n∈N \{0} , kµ, µ ∈ {0, . . . , D}〉} (2.9.6)
où kµ est la valeur propre de l'opérateur impulsion pµ et Nµn le niveau du
n-ième osillateur harmonique de la oordonnée Xµ.
29
Les fateurs qui apparaissent dans les expressions en termes de modes des hamps X
(ela est valable aussi pour les hamps ψ) sont déterminés de façon à e que es rohets
de Poisson soient standards, sahant que x et p sont des modes dérivant le mouvement
retiligne uniforme du entre de masse, que les modes a, α et α˜ dérivent les osillations
d'un hamp bosonique et les modes b, β et β˜, elles d'un hamp fermionique.
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2.9.2 Contrainte de Virasoro dans le formalisme de quan-
tiation anonique
L'espae de Hilbert H des états physiques est ependant bien plus petit,
ar il faut d'une part, imposer l'équivalent des ontraintes lassiques (voir
(2.4.2)) et d'autre part éliminer les redondanes d'états qu'on ne peut pas
distinguer entre eux (pare que leur diérene est un état physique orthogo-
nal à tous les autres états, lui-même ompris, appelé état null pour repren-
dre le terme anglais). L'élimination des redondanes se fait par simple quo-
tient de l'espae des états physiques par l'espae des états null. Par la suite,
nous parlerons de l'espae des états remplissant les ontraintes physiques et
l'opération subséquente d'élimination des états null sera impliite.
Au niveau lassique, les équations du mouvement sur la métrique de la
feuille d'univers (2.4.2) s'érivent en terme des modes de T
Ln = 0 pour tout n (2.9.7)
Après quantiation, ette ondition doit être adouie, omme le formalisme
BRST permet de le démontrer. Les états physiques |phys〉 vérient les on-
ditions suivantes
Ln|phys〉 = 0 , n > 0 (L0 − a)|phys〉 = 0 (2.9.8)
où a est la onstante d'ordre normal30. Avant de voir omment ette onstante
apparaît en quantiation anonique, remarquons que la ontrainte sur les
états quantiques orrespond à la dénition d'un hamp primaire Φ en théorie
onforme
LnΦ = 0 n > 0 et L0Φ = hΦ (2.9.9)
La détermination du spetre de la orde est ainsi équivalente à l'identiation
des opérateurs primaires de la théorie onforme assoiée. Nous avons vu que
es opérateurs étaient représentés par des opérateurs de vertex qui devaient
30
Nous érirons aussi L0 en y inluant la onstante d'ordre normal. La ondition devient
alors L0|phys〉 = 0. Nous utiliserons la onvention suivante : si la onstante a n'est pas
érite expliitement, elle est supposée inluse dans l'expression de L0. Nous dénirons de
même L¯0.
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avoir un poids onforme
31
1. On peut montrer que dans le formalisme de
quantiation anonique, il faut aussi que a = 1 pour que le spetre soit
ohérent.
Revenons à la orde ouverte libre. À partir de l'expression de T en fontion
de Xµ (2.4.4) ou (2.8.26), nous obtenons l'expression des Ln en fontion des
modes quantiés
Ln =
1
2
∑
m∈Z
aµ−man+m,µ (2.9.10a)
L0 = α
′pµpµ +
1
2
∑
m∈Z
aµ−mam,µ (2.9.10b)
Mais il subsiste une ambiguité dans l'ordre des opérateurs pour L0. Pour
résoudre ette ambiguité, on applique la presription d'ordre normal, ette
fois-i d'opérateur, qui impose de plaer les opérateurs de réation (aµ−n, n >
0) à gauhe et les opérateurs d'annihilation (aµn, n > 0) à droite. Cet ordre
normal introduit une onstante supplémentaire
L0 = α
′pµpµ +
∞∑
n=1
aµ−nan, µ −
D − 2
24
(2.9.11)
La onstante d'ordre normal est don a = D−2
24
. Elle est égale à 1 lorsque
D = 26.
Dans les autres as, où la orde ouverte a des onditions aux bords
Dirihlet-Dirihlet (DD) (2.5.9), Neumann-Dirihlet (ND) (2.5.10) ou Dirihlet-
Neumann (DN) (2.5.11), pour une oordonnée Xµ0 donnée, la ontribution
de ette diretion à L0, que nous noterons L
µ0
0
Lµ00,DD =
(q1 − q0)2
(2π)2α′
+
∞∑
n=1
a−nan − 1
24
(2.9.12a)
Lµ00,ND = L
µ0
0,DN =
∞∑
n=1
a−nan − 1
24
(2.9.12b)
où nous avons omis µ0 pour alléger les expressions et inlus la ontribution à
la onstante d'ordre normal. Les expressions des Ln, n 6= 0 restent inhangées.
31
Dans la théorie onforme assoiée à la orde ouverte, il n'y a qu'une seule algèbre de
Virasoro et nous notons simplement le poids onforme h = 1.
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Notons que pour une orde ouverte ayant des onditions DD sur le même
nombre de dimensions, L0 s'érira
L0 = α
′p2 +
(q⊥1 − q⊥0 )2
(2π)2α′
+
∞∑
n=1
a−n · an − 1 (2.9.13)
où  désigne les diretions du volume d'univers des D-branes et ⊥ les dire-
tions transverses.
2.9.3 Détermination du spetre de la orde libre ouverte
Nous allons lasser les états à l'aide du nombre total N d'exitations des
osillateurs harmoniques, valeur propre de l'opérateur
Nˆ =
∞∑
n=1
aµ−nan, µ (2.9.14)
En eet, si l'on applique et opérateur à un élément de E, on obtient
Nˆ
∣∣∣{Nµn}, kµ〉 =
( ∞∑
n=1
D∑
µ=0
Nµn
) ∣∣∣{Nµn}, kµ〉 = N∣∣∣{Nµn}, kµ〉 (2.9.15)
Nous n'entrerons pas dans les détails de l'analyse détaillée du spetre qui
est faite dans [1℄ p.81-86 ou [3℄ p.121-124 et nous nous ontenterons d'en
donner les résultats.
 Le spetre est dépourvu d'états de norme négative quand D = 26. On
retrouve la même ondition que elle évoquée dans le adre de la théorie
onforme. La onstante d'ordre normal qui apparaît dans l'expression
de L0 est don égale à −1.
 La ondition sur L0 orrespond à la ondition de ouhe de masse sur
les états physiques
m2 =
1
α′
(N − 1) (2.9.16)
 Il existe un seul état au niveau N = 0, noté |0, kµ〉 de masse arré
négative. La théorie omporte don un tahyon.
 Au niveau N = 1, nous avons 24 états de masse nulle, dénis par
eµa
µ
−1|0, kρ〉 où eµ vérie la ondition kµeµ = 0 et est déni modulo
eµ ∼ eµ + xkµ ave x réel quelonque. Ces états orrespondent aux 24
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polarisations possibles pour un boson veteur de masse nulle évoluant
dans un espae-temps à 26 dimensions.
 Les autres états sont obtenus par appliations suessives des opéra-
teurs aµ−n. Nous n'en aurons pas besoin par la suite.
Nous allons à présent donner les résultats pertinents pour les autres on-
ditions au bord que nous avons évoquées préédemment.
2.9.4 Corde fermée libre dans un espae plat
Les modes de la orde fermée libre (2.5.7) vérient les mêmes relations
de ommutation que la orde ouverte
[αµn , α
ν
m] = n η
µν δm+n,0 (2.9.17a)
[α˜µn , α˜
ν
m] = n η
µν δm+n,0 (2.9.17b)
[xµ, pν ] = i ηµν (2.9.17)
Les états physiques doivent vérier la ondition (2.9.8) pour les Ln et pour
les L¯n, ainsi qu'une ondition supplémentaire dite de level mathing
32
(L0 − L¯0)|phys〉 = 0 (2.9.18)
Notons que L0 dans le as de la orde ouverte, ou L0 + L¯0 dans le as de
la orde fermée, est le générateur des translations par rapport au temps τ
E
de la feuille d'univers eulidienne et onsitue ainsi l'hamiltonien du système.
De même, L0 − L¯0 est le générateur des rotations. Les états physiques sont
don invariants sous les rotations de la feuille d'univers. Nous verrons dans
la setion suivante que e n'est pas toujours le as.
Les générateurs des algèbres de Virasoro Ln et L¯n sont identiques pour
n 6= 0 à eux de la orde ouverte.
Ln =
1
2
∑
m∈Z
αµ−mαn+m,µ (2.9.19a)
L¯n =
1
2
∑
m∈Z
α˜µ−mα˜n+m,µ (2.9.19b)
32
Une tradution pourrait être ajustement de niveau mais nous préférons garder le terme
anglais.
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Par ontre, nous avons
L0 =
α′
4
pµpµ +
∞∑
n=1
αµ−nαn, µ − 1 (2.9.20a)
L¯0 =
α′
4
pµpµ +
∞∑
n=1
α˜µ−nα˜n, µ − 1 (2.9.20b)
où nous avons posé D = 26.
On peut dénir omme pour la orde ouverte un niveau N¯ . La ondition
de level mathing impose que N = N¯ . La masse des états physiques est
dénie par la relation suivante :
m2 =
4
α′
(N − 1) (2.9.21)
Comme préédemment, l'état N = 0 est un tahyon. Les états suivants sont
obtenus par appliation suessives d'un nombre égal d'opérateur αµ−n et α˜
ν
−n.
Les états de masse nulle sont partiulièrement intéressants. Il s'agit des
états eµνα
µ
−1α˜
ν
−1|0, kρ〉 où eµν vérie la ondition kµeµν = kνeµν = 0 et est
déni modulo eµν ∼ eµν + xµkν + yνkµ ave xµkµ = yµkµ = 0. Nous avons
576 (242) états de masse nulle qu'on peut organiser en un salaire φ, le
dilaton, un tenseur symétrique de trae nulle g, la métrique, et un tenseur
antisymétrique B. Il est tout à fait légitime de donner de tels noms à es états
ar une perturbation de la métrique par exemple autour de l'espae plat est
dérit par l'insertion de l'opérateur de vertex du graviton (voir [3℄ p.108).
Ainsi l'extrapolation de ette observation onduit à inlure un dilaton, une
métrique quelonque et un hamp antisymétrique à l'ation de Polyakov,
e qui donne le résultat que nous avons déjà donné (2.6.9). Toutefois, en
l'absene de théorie de hamp de ordes permettant de dérire des états
ohérents de gravitons par exemple, il est enore impossible de déterminer
de tels hamps et nous sommes ontraints de les hoisir sans autre guide que
la possibilité de dénir la théorie perturbative et la faisabilité des aluls.
2.9.5 Corde fermée et ompatiation
Nous allons supposer qu'une seule diretion est ompatiée et nous omet-
trons l'indie d'espae-temps orrespondant. Pour traiter le as de la orde
77
2 Formalisme perturbatif
ave un nombre d'enroulement non nul, il faut distinguer la partie gauhe
XL, ou partie antiholomorphe (2.8.24) sur la feuille d'univers eulidienne, et
la partie droite
33 XR de la solution (2.5.13), ou partie holomorphe (2.8.23),
XR(τ, σ) = x
µ
R +
α′
2
pR(τ − σ) + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
αµn
n
e−in(τ−σ) (2.9.22a)
XL(τ, σ) = x
µ
L +
α′
2
pL(τ + σ) + i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
α˜µn
n
e−in(τ+σ) (2.9.22b)
ave
pR =
v
R
+
wR
α′
pL =
v
R
− wR
α′
(2.9.23)
Les ordes non enroulées vérient pL = pR et les ordes enroulées sont elles
pour lesquelles pL 6= pR. C'est pourquoi il faut introduire les modes onjugués
à pL et pR : xL et xR.
Les relations de ommutation sont les mêmes que pour la orde fermée
dans un espae plat, mais elle pour les modes zéro s'érivent pour un nombre
d'enroulement non nul :
[xL , pL] = [xR , pR] = i (2.9.24)
On obtient alors, pour L0 et L¯0
L0 =
α′
4
(p2R + p
2
⊥) +
∞∑
n=1
αµ−nαn, µ − 1 (2.9.25a)
L¯0 =
α′
4
(p2L + p
2
⊥) +
∞∑
n=1
α˜µ−nα˜n, µ − 1 (2.9.25b)
où p2⊥ est la norme au arré de l'impulsion dans les diretions non ompat-
iées.
Les onditions de Virasoro imposent :
m2 =
v2
R2
+
w2R2
α′
+
2
α′
(N + N¯ − 2) (2.9.26a)
N − N¯ + vw = 0 (2.9.26b)
33
Ces dénominations supposent que σ est orienté de gauhe à droite et sont opposées
aux onventions habituelles (qui supposent que σ est orienté de droite à gauhe) où les
parties droite et gauhe sont éhangées, auquel as la partie gauhe est assoiée à la partie
holomorphe et la partie droite, à la partie antiholomorphe.
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Nous évoquerons les propriétés de symmétrie de e spetre et ses on-
séquenes physiques à la setion 2.10
2.9.6 Corde fermée dans un orbifold et orde ouverte
dans un hamp életromagnétique onstant et uni-
forme
Comme nous avons vu à la setion 2.6, il existe une analogie formelle entre
la orde fermée dans un orbifold et la orde ouverte dans un hamp életro-
magnétique onstant et uniforme et nous allons voir qu'elle reste présente
après la quantiation. Dans le as de l'orbifold de boost que nous expli-
querons plus en détail à la sous-setion suivante, ette analogie est même
indispensable pour quantier orretement les modes zéro.
Dans le as général de l'orbifold (2.6.6), les relations de ommutation (non
nulles) entre les modes αn et α˜n s'érivent [74℄
[αµn , α
ν
m] = (n− iwJ )µρηρν δn+m,0 (2.9.27a)
[α˜µn , α˜
ν
m] = (n+ iwJ )µρηρν δn+m,0 (2.9.27b)
Ces relations sont valables pour n = 0 sauf pour les diretions selon lesquelles
J a une valeur propre nulle, auquel as, il faut dénir34 à partir de α0 et
α˜0 des opérateurs de type x et p. Cette redénition doit être faite pour les
ordes non twistées w = 0 (αµ0 = α˜
µ
0 =
√
α′
2
pµ). Par ailleurs, dans e as, on
retrouve bien les relations de la orde fermée dans un espae plat.
Ces relations de ommutation sont à omparer à elles de la onguration
de hamp életromagnétique (2.6.18)
[aµn , a
ν
m] = (n + iΩ)
µ
ρη
ρν δn+m,0 (2.9.28)
valables pour n = 0 sauf si Ω a une valeur propre nulle (as des ondes planes,
qui est résolu en adoptant la jauge du ne de lumière). Il faut ajouter les
relations de ommutation sur les qµ0
[qµ0 , q
ν
0 ] =
(
i
F (0) − F (1)
)µ
ρ
ηρν (2.9.29)
34
Nous invitons le leteur à se référer à la sous-setion 2.4 de [74℄ pour les détails de e
as partiulier. Dans faire le lien entre notre présentation et et artile, il faut éhanger
les modes α et α˜.
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La onguration de orde fermée est omposée de deux opies des modes de
ordes ouvertes, si l'on ne tient pas ompte des modes zéro dont le traitement
est plus déliat. Nous verrons omment les modes zéro sont reliés dans le as
de l'orbifold de boost et de la onguration de hamps életriques.
En e qui onerne les générateurs des algèbres de Virasoro, pour la orde
fermée et pour la orde ouverte, les expressions des Ln (L¯n) (2.9.19b) restent
inhangées tandis que dans les expressions de L0 (L¯0), la onstante d'ordre
normal hange à ause d'une part, du déalage dans les énergies des modes
(±iwJ ou +iwΩ) et d'autre part, dans le as d'un orbifold de boost ou
du hamp életrique, les modes zéros ne sont pas des opérateurs d'osillateur
harmonique et ne doivent don pas être ordonnés. Dans es derniers as, où la
quantiation est partiulièrement déliate, nous détaillerons les expressions
des générateurs Ln et la façon dont il faut proéder.
Pour le as général, nous invitons le leteur à se reporter à l'annexe B de
[74℄ qui présente des résultats uniés pour les trois ongurations d'orbifold,
qui peuvent être transposés aux ongurations de hamps életromagnétiques
onstants et uniformes.
2.9.7 Conguration de hamps életriques et orbifold de
boost
Considérons le as de la orde ouverte ouplée aux hamps életriques
d'intensité ǫ0 et ǫ1. Les relations de ommutation s'érivent
[a+n , a
−
m] = −(n + iν) δn+m,0 (2.9.30a)
[q+0 , q
−
0 ] =
i
ǫ0 − ǫ1 (2.9.30b)
En partiulier, les modes a±0 vérient la relation de ommutation suivante
[a+0 , a
−
0 ] = −iν (2.9.31)
qui orrespondent à un osillateur harmonique inversé [19℄. Si l'on se re-
streint aux modes x0 et a0, nous avons exatement la même situation qu'une
partiule dans un hamp életrique. Nous en expliquerons les onséquenes
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physiques dans le hapitre 3.2. Alors que pour les autres modes, malgré le dé-
alage iν de leur énergie, l'espae des états est un espae de Fok, pour a0, l'es-
pae des états est le ontinuum d'états orrespondants au spetre de l'osilla-
teur harmonique inversé. La distintion  opérateur de réation / opérateur
d'annihilation  n'a pas de sens pour a0, il ne faut don pas l'ordonner. La
presription donnée par [19℄ onsiste à symétriser le produit a+0 a
−
0 . Ainsi, L0
s'érit
L0 = L
⊥
0 −
1
2
(a+0 a
−
0 + a
−
0 a
+
0 )−
∞∑
n=1
a+−na
−
n + a
−
−na
+
n +
1
2
ν2 − 1
12
(2.9.32)
où L⊥0 orrespond aux diretions transverses au ne de lumière
35
. Notons
que L0 n'est pas le prolongement analytique θ → iβ de l'opérateur L0 de
la orde ouverte ouplée à des hamps magnétiques. Un tel prolongement
donnerait, à la plae du terme
1
2
ν2, 1
2
iν(1 − iν).
Pour la orde fermée dans un orbifold de boost, les relations de ommu-
tation s'érivent
[α+n , α
−
m] = −(n + iν) δn+m,0 (2.9.33a)
[α˜+n , α˜
−
m] = −(n− iν) δn+m,0 (2.9.33b)
Pour les modes zéros, nous avons en partiulier
[α+0 , α
−
0 ] = −iν (2.9.34a)
[α˜+0 , α˜
−
0 ] = iν (2.9.34b)
Il s'agit de deux opies de l'algèbre de la orde ouverte, les modes droits de
la orde fermée α±0 orrespondant à un paramètre +ν, les modes gauhes
α˜±0 à un paramètre −ν. Il est possible de faire orrespondre exatement les
quatre modes zéros de la orde fermée ave les quatre modes zéros de la orde
ouverte et ainsi transposer diretement à la orde fermée l'analyse faite pour
la orde ouverte. Il sut d'identier
α±0 = a
±
0 α˜
±
0 = ±
√
ν(ǫ1 − ǫ0)q±0 (2.9.35)
35
La ontribution des fantmes est sous-entendue.
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a±0 et q
±
0 peuvent être représentés par la dérivée ovariante dans un hamp
életrique onstant appliquée à la fontion d'onde φ(x+, x−) d'un état propre
des modes zéro du ne de lumière
a±0 = i∂∓ ±
ν
2
x± q±0 = ∓
1√
ν(ǫ1 − ǫ0)
(
i∂∓ ∓ ν
2
x±
)
(2.9.36)
On aura alors
α±0 = i∇∓ = i∂∓ ±
ν
2
x± α˜±0 = i∇∓ = i∂∓ ∓
ν
2
x± (2.9.37)
Nous pouvons à partir de es dénitions nous foaliser sur la physique dans
le ne de lumière. Nous allons voir qu'en dénissant de façon appropriée
la masse, les onditions de Virasoro impliquent que la fontion d'onde φ
vérie l'équation de Klein-Gordon dans le ne de lumière en présene d'un
hamp életrique, e qui justie a posteriori notre interprétation en terme
d'osillateur harmonique inversé.
Les expressions de L0 et L¯0 sont
L0 = L
⊥
0 −
1
2
(α+0 α
−
0 + α
−
0 α
+
0 )−
∞∑
n=1
α+−nα
−
n + α
−
−nα
+
n +
1
2
ν2 − 1
12
(2.9.38a)
L¯0 = L¯
⊥
0 −
1
2
(α˜+0 α˜
−
0 + α˜
−
0 α˜
+
0 )−
∞∑
n=1
α˜+−nα˜
−
n + α˜
−
−nα˜
+
n +
1
2
ν2 − 1
12
(2.9.38b)
Le générateur de boost J
J =
1
2ν
(α+0 α
−
0 + α
−
0 α
+
0 )−
1
2ν
(α˜+0 α˜
−
0 + α˜
−
0 α˜
+
0 )
+ i
∞∑
n=1
(
α+−nα
−
n + α
−
−nα
+
n
n+ iν
− α˜
+
−nα˜
−
n + α˜
−
−nα˜
+
n
n− iν
)
(2.9.39)
doit être un multiple de
1
β
à ause de la relation d'équivalene de l'orbifold.
Dénissons maintenant une masse  droite  M et une masse  gauhe 
M¯
M2 = −2
∞∑
n=1
α+−nα
−
n + α
−
−nα
+
n + ν
2 − 1
6
+ L⊥0 (2.9.40a)
M¯2 = −2
∞∑
n=1
α˜+−nα˜
−
n + α˜
−
−nα˜
+
n + ν
2 − 1
6
+ L¯⊥0 (2.9.40b)
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et les onditions de Virasoro s'érivent
M2 = α+0 α
−
0 + α
−
0 α
+
0 M¯
2 = α˜+0 α˜
−
0 + α˜
−
0 α˜
+
0 (2.9.41)
'est-à-dire, dans la représentation des α0 et α˜0 en terme d'opérateurs dif-
férentiels agissant sur la fontion d'onde φ, de l'équation de Klein-Gordon
dans R
1,1
d'une partiule de harge +ν
(∇+∇− +∇−∇+)φ = M2φ (2.9.42a)
ou d'une partiule de harge −ν
(∇+∇− +∇−∇+)φ = M¯2φ (2.9.42b)
La signiation physique pour les ordes de es équations sera préisée à la
sous-setion 3.2.3.
Terminons par la dénition de la masse de ne de lumière µ
µ2 =
1
2
(M2 + M¯2) (2.9.43)
et de j la partie de mode zéro du générateur de boost
j =
1
2ν
(
M2 − M¯2) (2.9.44)
2.9.8 Corde ouverte dans des ondes planes életromag-
nétiques à prol linéaire
Dernière onguration à avoir été étudiée dans la setion 2.6, elle présente
la ressemblane suivante ave la onguration de hamp életrique : selon la
valeur de δ = e1 − e0 − πe0e1, les modes zéro sont soit de type magnétique
(δ > 0), 'est-à-dire des opérateurs d'osillateur harmonique, soit de type
onde plane (δ = 0), où ils se réduisent à deux modes de orde libre x0 et
p0, soit de type életrique δ < 0, 'est-à-dire des opérateurs d'osillateur
harmonique inversé. Nous verrons au hapitre 3.1 que le type magnétique
orrespond à une onguration stable alors que le type életrique, à une
instabilité inématique de la orde.
Nous avons vu à la setion 2.6 que ette onguration pouvait se ramener,
dans le as où la orde n'est pas neutre, à deux problèmes unidimensionnels
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selon deux diretions d'espae. Nous avons ainsi les relations de ommutation
suivantes
[an , a
†
m] = ωn δn,m , (2.9.45)
pour n 6= 0 et
[a0 , a
†
0] = ω0 ou [x0 , p0] = i ou [a+ , a−] = ik0 (2.9.46)
pour les modes zéro, selon la valeur de δ (nous nous limitons à ∆ > 0,
∆ = e1−e0+ 2π ). Les normalisations, dont nous n'avons pas expliqué l'origine
à la setion 2.6, sont xés par es relations de normalisations, de telle sorte
que dans le membre de droite apparaissent l'énergie du mode orrespondant,
omme dans le as de la orde libre dans un espae plat.
L0 s'érit alors
p+L0 =
∞∑
n=1
a†n + E +


a†0a0 si δ > 0
p20 si δ = 0
a+a− si δ < 0
(2.9.47)
À e stade nous devons faire trois remarques :
 Le fateur p+ apparaît ar nous avons utilisé le formalisme de la quan-
tiation dans la jauge du ne de lumière.
 E est une onstante d'ordre normal dont l'expression peut être trouvée
dans [77℄. Il est important de noter qu'elle est réelle.
 Les modes életriques ont été ordonnés, malgré e qui a été dit préédem-
ment. En eet, les états peuvent être exprimés omme des états de
Fok. La onstante E étant réelle même dans le as δ < 0, la ondition
de Virasoro peut tout à fait être vériée. La diérene par rapport à
la onguration de hamps életriques réside dans le type d'instabil-
ité. Dans notre as, l'instabilité est seulement inématique, alors que
dans l'autre as, l'instabilité est due à la prodution de paires. Il serait
intéressant d'étudier d'autres ongurations de type életrique pour
savoir si ette orrélation entre type d'instabilité et nature du spetre
peut être généralisée.
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2.9.9 Corde supersymétrique dans l'espae plat
Quantiation anonique
Les opérateurs fermioniques doivent vérier les relations d'antiommuta-
tion suivantes
{ψµ−(τ, σ) , ψν−(τ, σ′)} =
1
α′
ηµνδ(σ − σ′) (2.9.48a)
{ψµ+(τ, σ) , ψν+(τ, σ′)} =
1
α′
ηµνδ(σ − σ′) (2.9.48b)
{ψµ−(τ, σ) , ψν+(τ, σ′)} = 0 (2.9.48)
Les modes vérient alors
{βµr , βνs } = {β˜µr , β˜νs } = ηµνδr+s,0 (2.9.49)
Les générateurs Ln et Gr ont pour expression
Ln =
1
2
∑
m∈Z
αµ−mαm+n, µ +
1
2
∑
s
(n
2
+ s
)
βµ−sβs+n,µ n 6= 0 (2.9.50a)
Gr =
√
2α′pµβr, µ +
∑
m∈Z\{0}
αµ−mβm+r, µ (2.9.50b)
L0 =
α′
4
pµpµ +
∞∑
m=1
αµ−mαm,µ +
∑
s>0
sβµ−sβs, µ + a (2.9.50)
ave a = 1
2
pour le seteur R et a = 0 pour le seteur NS. Les expressions
pour les quantités antiholomorphes s'érivent de façon identique ave α˜ et β˜.
Pour la orde ouverte, α et β sont remplaés par a et b et α
′
4
pµpµ par α
′pµpµ.
Il est utile d'introduire un nombre de spineurs sur la feuille d'univers,
noté F , déni modulo 2, pour lasser les états du spetre selon leur valeur
propre ±1 pour l'opérateur eiπF . L'expression de F ne nous est pas utile, elle
peut être trouvé dans [4℄ hapitre 10.
Corde ouverte
La ondition d'états physiques s'érit pour la orde ouverte
Ln|phys〉 = 0 n > 0 (2.9.51a)
Gr|phys〉 = 0 r ≥ 0 (2.9.51b)
(L0 − a)|phys〉 = 0 (2.9.51)
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où a = 1
2
dans le seteur NS et a = 0 dans le seteur R.
Nous obtenons alors la ondition de ouhe de masse suivante, à D = 10
dimensions et en tenant ompte des ontributions des fantmes et superfan-
tmes,
m2 =
1
α′
(N − 1
2
) (2.9.52)
pour le seteur NS et
m2 =
1
α′
N (2.9.53)
pour le seteur R.
Dans le seteur NS, l'état du vide est l'état annihilé par tous les βµr , ave
r > 0, et est noté |0; k〉. Le seteur NS ontient don des bosons. L'état
|0; k〉 est un état tahyonique, noté NS− ar il a une valeur propre −1 pour
l'opérateur
36 eiπF . Les états exités bosoniques sont onstruits en appliquant
des opérateurs βµ−r, r > 0, une fois haque maximum à ause des relations
d'antiommutation. On peut montrer qu'il existe 8 états de masse nulle qui
représentent les diérentes polarisations d'une boson veteur à 8 dimensions.
On les note NS+.
Par ontre dans le seteur R, il existe plusieurs états du vide, qui ont une
masse nulle. Ces états |u; k〉 (nous antiipons la notation sur le résultat) sont
déterminés par la ondition (2.9.51b) pour r > 0 et par la ondition suivante
G0|u; k〉 =
√
α′|s′; k〉 k · Γs′sus = 0 (2.9.54)
où us est la polarisation du spineur u : |u; k〉 = |s; k〉us et la somme sur s
est sous-entendue. Nous reonnaissons l'équation de Dira pour un fermion
de masse nulle
k · Γs′sus = 0 (2.9.55)
où Γµ sont les matries réalisant l'algèbre de Cardi à D dimensions
Γµ =
√
2βµ0 (2.9.56)
Le seteur R ontient don des fermions. Il est possible de démontrer qu'il y a
16 états du vide dans le seteur R, qui se déomposent en 8 états orrespon-
36
Cei signie qu'il y a un spineur sur la feuille d'univers. En eet, il s'agit d'un spineur
superfantme, qu'il faut inlure dans le déompte.
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dant aux polarisations d'un spineur de hiralité positive
37
, notés R+, et en
8 états orrespondants aux polarisations d'un spineur de hiralité négative,
notés R−. Les signes ± font toujours référene à la valeur propre de l'état
pour eiπF .
Ainsi, les états tahyoniques et de masse nulle sont lassés dans les seteurs
NS± et R±. Trois onditions de ohérene supplémentaires sur la théorie,
loalité, fermeture de l'algèbre des produits d'opérateurs et invariane mod-
ulaires des amplitudes, ainsi que le ouplage à la théories de orde fermée
dont nous parlerons à la sous-setion suivante, séletionnent deux seteurs :
NS+ et R+. C'est la théorie de type I. Elle ontient des ordes ouvertes non
orientées. Le spetre ne omporte pas de tahyon (qui est dans NS−).
Corde fermée
Le spetre de la orde fermée est onsituté de deux opies des spetres
de la orde ouverte. Si on note a et a¯ les onstantes d'ordre normal assoiées
respetivement aux parties holomorphe et antiholomorphe, on a la ondition
de ouhe de masse suivante
m2 =
4
α′
(N − a) = 4
α′
(N¯ − a¯) (2.9.57)
a et a¯ sont déterminés omme pour la orde ouverte selon le seteur dans
lequel on se trouve. ainsi les seteurs RR et NSNS ontiennent des bosons,
alors que les seteurs RNS et NSR, des fermions.
Les trois onditions de ohérene séletionnent deux théories :
 la théorie de type IIB, qui omporte les seteurs (NS+,NS+), (R+,R+),
(R+,NS+), (NS+,R+)
 la théorie de type IIA, qui omporte les seteurs (NS+,NS+), (R+,R−),
(R+,NS+), (NS+,R−)
Cette séletion est opérée sur le spetre total par l'intermédiaire de la proje-
tion Gliozzi-Sherk-Olive (GSO). De même ette projetion GSO séletionne
les états de ordes ouvertes. Pour la théorie de type IIB, la projetion on-
37
Nous dénissons Γ = Γ0 . . .Γ9. Un état de hiralité positive est un état ayant pour
valeur propre +1 pour Γ, un état de hiralité négative, un état ayant pour valeur propre
−1 pour Γ.
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serve les seteurs qui vérient
eiπF = eiπF¯ = +1 (2.9.58)
Pour la théorie de type IIA, la projetion onserve les seteurs qui vérient
eiπF = +1
eiπF¯ = +1 si le seteur est NS, eiπF¯ = −1 si le seteur est R
(2.9.59)
Auune de es deux théories ne ontient de tahyons, e qui fait tout l'intérêt
des théories supersymétriques.
À partir de la théorie de type IIB, dont les seteurs holomorphes et an-
tiholomorphes ont la même hiralité, il est possible de dénir une théorie
de ordes fermées non orientées en ne séletionnant que les états du spetre
dont la valeur propre est +1 pour l'opérateur de parité sur la feuille d'univers,
noté Ω. On obtient alors la théorie de ordes fermées non orientées de type I.
C'est la seule théorie ave laquelle peuvent interagir les ordes ouvertes, e
qui explique pourquoi elles doivent elles aussi être non orientées. C'est dans
le adre de es théories, de type I pour les ordes ouvertes, de type IIA et
IIB pour les ordes fermées, que nous étudierons la S-brane, à la setion 2.10
et 3.3.
2.10 D-branes et Dirihlet S-branes
Nous revenons sur le as de la orde fermée dans un espae plat om-
patié et nous exposons la T-dualité, qui permet d'introduire un objet très
important en théorie des ordes, la D-brane ou membrane de Dirihlet.
2.10.1 T-dualité pour les ordes fermées
Comme préédemment nous ne onsidérons qu'une seule diretion (sup-
posée spatiale) et nous omettons l'indie d'espae-temps orrespondant. Le
spetre de la orde fermée dans un espae plat ompatié, déterminé par les
onditions (2.9.26), est invariant sous la transformation
R→ α
′
R
, v ↔ w (2.10.1)
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En partiulier, lorsque R→ 0, le spetre de la orde présente un ontinuum
et s'approhe de elui dune dimension non ompate, e qui est totalement
diérent de la situation en théorie du point. Cette équivalene est aussi val-
able pour les interations
38
. Sous ette transformation, le mode pR ne hange
pas, tandis que pL est hangé en −pL. Si l'on note X ′ le hamp obtenu par
T-dualité à partir de X , on peut érire
X ′ = XR −XL (2.10.2)
La relation entre X ′ et X est don non-loale sur la feuille d'univers.
Finalement la théorie de la orde ompatiée sur un erle de rayon R est
équivalente à la théorie ompatiée sur un erle de rayon α′/R. Les rayons
dénissant des théories diérentes appartiennent à l'intervalle [
√
α′,∞[. √α′
est le rayon auto-dual et onsistue en quelque sorte une distane minimale
pour la orde fermée.
De même pour les hamps fermioniques, la T-dualité hange ψ−,L en
−ψ−,L et ψ+,L en −ψ+,L. Cei multiplie par −1 la valeur propre pour eiπF¯ des
états du seteur R antiholomorphe. La théorie IIA ompatiée sur un erle
de rayon R est don équivalente par T-dualité à la théorie IIB ompatiée
sur un erle de rayon α′/R et inversement, la théorie IIB est T-duale à la
théorie IIA.
2.10.2 T-dualité pour les ordes ouvertes et D-branes
Pour les ordes ouvertes, par ontre, dont le spetre est identique au
spetre (2.9.16) d'espae plat non ompatié, la limite R→ 0 est identique
à elle en théorie du point. La orde ouverte, lorsque R = 0, est ontrainte
à se propager dans un espae omportant une diretion spatiale de moins.
Comme nous l'avons vu pour la orde fermée, la théorie T-duale est dérite
par le hamp X ′ = XL−XR. La ondition de Neumann pour X devient une
ondition de Dirihlet pour X ′. Les oordonnées X(σ, τ)|σ=0,π des extrémités
de la orde ouverte sont ainsi xées. Par ontre, pour ψ±, les onditions aux
bords ne sont pas modiées.
38
Cependant, nous ne détaillerons pas et aspet dans les setions suivantes.
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Dans le as général, où l'on a fait une T-dualité dans une ou plusieurs
diretions, le lieu où les extrémités de la orde sont ontraintes d'évoluer est
un hyperplan de l'espae-temps, appelé D-brane.
Nous pouvons faire plusieurs remarques
 On peut tout à fait dénir la transformation de T-dualité par l'opéra-
tion XL → −XL (et ψ±,L → −ψ±,L) indépendamment de la ompati-
ation, par exemple dans le as déompatié où R =∞.
 Dans la théorie supersymétrique, la T-dualité à partir de la théorie de
type I ompatiée fait apparaître en plus des D-branes, des objets
qui orrespondent au fait que la orde ouverte est non orientée : des
orientifolds. Il s'agit de plans qui sont en quelque sorte des miroirs dans
lesquels les deux versions orientées de la orde se reètent. Loin des D-
branes, nous avons un théorie de type II, ar la projetion d'orientation
Ω relie un état de orde ave son image derrière l'orientifold, mais
n'impose auune ontrainte loale sur les états. À partir de la théorie
de type I (dont les seteurs ont même hiralité), nous obtenons par
T-dualité une théorie de type IIA hors des D-branes (et type I sur les
D-branes) puis par une T-dualité supplémentaire une théorie de type
IIB, et.
 La position d'une D-brane est T-duale à la valeur d'un potentiel de
jauge. À un système de n D-branes orrespond un hamp de jauge
U(n) qui est ouplé à la orde ouverte. Dans e as, les positions des
D-branes sont enodées omme les valeurs propres d'une matrie U(n).
À une seule D-brane orrespond un hamp de jauge életromagnétique.
 Les D-branes sont en réalité des objets ayant une dynamique propre. En
eet, les utuations des D-branes sont simplement T-duales des u-
tuations du hamp de jauge (par exemple, e hamp peut dépendre du
temps, alors la position de la D-brane aussi. Ce genre de onguration
est étudiée par exemple dans [64℄). Par la suite, nous ne onsidérerons
que des D-branes  rigides .
 Les D-branes sont des objets dont la masse est proportionnelle à l'in-
verse de la onstante de ouplage de la théorie et sont à e titre on-
sidérées omme des états non perturbatifs de la théorie.
 Les D-branes peuvent être dénies dans d'autres géométries. Un exem-
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ple prohe des travaux que nous avons eetués dans ette thèse peut
être trouvé dans [78℄
 Nous noterons Dp-brane une D-brane omportant p diretions spatiales.
Le volume d'univers qu'elle dérit est don un espae à p+1 dimensions.
Dans l'espae-plat, il s'agit de R
1,p
.
La Dp-brane, dans les théories à basse énergie, est une solution de type
soliton. Elle est dérite par une ation dite de Born-Infeld pour la partie
bosonique
Sp = −Tp
∫
dp+1ξ
[
tr e−φ
√
− det (g + b+ 2πα′F )
+i tr exp(2πα′F + b) ∧
∑
q
Cq
]
(2.10.3)
où Tp est une onstante qui orrespond à la tension de la D-brane. φ est le
dilaton g et b sont la métrique et le tenseur anti-symmétrique (états de masse
nulle du seteur NSNS de la orde fermée) induit sur la Dp-brane
gαβ =
∂Xµ
∂ξα
∂Xν
∂ξβ
gµν(X(ξ)) , bαβ =
∂Xµ
∂ξα
∂Xν
∂ξβ
bµν(X(ξ)) (2.10.4)
F est le hamp de jauge se propageant dans la D-brane (état de masse nulle
du seteur NS de la orde ouverte). Enn, les hamps Cq sont les diérents
états RR admis dans la théorie de type II, q indiquant le degré de la forme
diérentielle assoiée. Pour la partie fermionique de l'ation de la D-brane,
nous invitons le leteur à se reporter à [4℄ et aux référenes qui y sont données.
Si l'on onsidère les D-branes omme des états de la théorie, leur onstru-
tion par T-dualité montrent que la théorie de type IIA ontient les D8-, D6-,
D4-, D2-, D0-branes et la théorie de type IIB, les D7-, D5-, D3-, D1-branes,
auxquelles il faut ajouter la D9-brane, identiée dans la théorie à basse én-
ergie (supergravité de type IIB). Ces états sont stables
39
. À es D-branes
stables, on peut adjoindre des D-branes instables
40
, qui ne font pas à strite-
ment parler partie de la théorie puisqu'elles se désintègre au bout d'un ertain
temps, mais qui jouent un rle important dans les ongurations dépendantes
du temps (nous en redirons quelques mots à la sous-setion 3.3.1). Ainsi en
39
Ce sont des états BPS.
40
ou non-BPS
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théorie de type IIA, les D9-, D7-, D5-, D3-, D1-branes sont instables, et en
théorie de type IIB, e sont les D8-, D6-, D4-, D2-, D0-branes.
2.10.3 S-branes de Dirihlet en théorie de type II
⋆
Si nous faisons une T-dualité sur la diretion X0, nous obtenons une D-
brane très partiulière : elle n'existe qu'un instant ! Pour insister sur ette
partiularité, elle est appelée S-brane (de Dirihlet, pour des raisons qui ap-
paraîtront à la sous-setion 3.3.1). Cette onstrution est dérite en détail
dans [79℄. En théorie des ordes bosoniques, elle ne pose auun problème
partiulier. Cependant en théorie des superordes, lorsqu'on se plae dans la
limite des basses énergies, les S-branes sont des solutions de théories appelées
II
⋆
et dont la dénition est problématique. Le statut de es S-branes est don
assez impréis. Nous reparlerons de e problème à la setion 2.13, onsarée
aux états de bord.
2.11 Opérateur de vertex et ordre normal
Dans ette setion, nous parlerons uniquement des opérateurs de vertex
pour la théorie bosonique ar nous n'avons alulé en théorie supersymétrique
que des amplitudes ne faisant intervenir auun opérateur de vertex (ampli-
tudes du vide, sans états entrant ni sortant).
2.11.1 Constrution des opérateurs de vertex pour les
diérents états du spetre
Les amplitudes autres que les amplitudes du vide orrespondent à des
fontions de orrélation à un ou plusieurs opérateurs, dont nous avons ex-
pliqué qu'elles pouvaient être alulées dans une représentation de hamp
libre à l'aide des opérateurs de vertex. Nous allons donner quelques exemples
qui nous seront utiles, puis nous étudierons en détail le problème d'ordre
normal que pose les opérateurs de vertex dans la onguration d'orbifold de
boost.
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Considérons pour l'instant le as de la orde libre dans un espae plat.
Nous avons évoqué dans la setion 2.8 le fait que les fontions de orrélation
pour le hamp libre bosonique s'érivaient en terme d'opérateur de vertex
de forme exponentielle eikX . Cet opérateur de vertex représente l'insertion
d'un état tahyonique |0; kµ〉 dans l'amplitude de diusion. Pour onstruire
les opérateurs de vertex orrespondant aux autres états du spetre, il faut
trouver l'équivalent des opérateurs de réation αµ−n dans la représentation de
hamp libre onforme. Rappelons que le hamp ∂X peut s'érire omme une
série de Laurent
∂Xµ(z) = −iα
′
2
pµ
1
z
− i
√
α′
2
∑
n∈Z\{0}
αµn z
−n−1
(2.11.1)
pour z appartenant à un anneau A entré sur 0 (on suppose qu'on veuille
insérer un état en 0). Par appliation du théorème des résidus, on exprime
alors αµn omme
αµn =
√
2
α′
∮
C
dz
2π
z−n∂Xµ(z) (2.11.2)
où C est un ontour ontenu dans l'anneau A, e qui revient à
αµn ∼ ∂nXµ(0) (2.11.3)
Ainsi à l'ation de αµn sur un état orrespond la multipliation de l'opérateur
de vertex par ∂nXµ(0). Nous nous permettons d'érire ∂nXµ(0) puisque les
éventuelles divergenes sont retirées à l'aide de l'ordre normal. Toutefois,
nous avons privilégié la larté à la rigueur ; il est possible de démontrer ette
orrespondane en utilisant l'équivalene entre le formalisme d'intégrale des
hemins et elui de quantiation anonique.
En résumé, pour l'état de niveau N = 0 (état tahyonique pour la orde
bosonique libre dans un espae plat), l'opérateur de vertex s'érit
V0 = :eik·X(z,z¯) : (2.11.4)
Pour un état de niveau N = 1 (état de masse nulle pour la orde bosonique
libre dans un espae plat), nous avons
Vµ1 = :∂Xµ(z)eik·X(z,z¯) : (2.11.5)
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dans la as de la orde ouverte et
Vµν1 = :∂Xµ(z)∂¯Xν(z¯)eik·X(z,z¯) : (2.11.6)
dans le as de la orde fermée.
2.11.2 Ordre normal dans une amplitude omportant
des états twistés
Ces expressions sont valables pour les ordes fermées non twistées dans
l'orbifold de boost. Par ontre, pour les états de ordes twistés, la onstrution
des opérateurs de vertex orrespondants n'est pas onnue. Nous avons alors
hoisi d'érire les amplitudes dans le formalisme des opérateurs, où jusqu'à
deux ordes twistées peuvent être insérées sous la forme des états initiaux et
naux, qu'il est possible de déterminer dans e as. Nous allons don revenir
sur le problème de l'ordre normal pour les opérateurs de vertex des ordes
non twistées dans l'orbifold de boost.
Considérons d'abord l'opérateur de vertex V0 pour une orde libre dans
un espae plat. Nous érivons alors X omme la somme d'une partie de
mode 0 X0, d'une partie de fréquenes positives X>0, qui ne ontient que des
opérateurs d'annihilation et d'une partie de fréquenes négatives X<0, qui ne
ontient que des opérateurs de réation. L'opérateur de vertex
V0 = :e−ik+X−−ik−X+eik⊥·X⊥ : (2.11.7)
s'érit, en se restreignant aux oordonnées du ne de lumière,
V0 = e−ik+X−<0−ik−X+<0e−ik+X−>0−ik−X+>0e−ik+X−0 −ik−X+0 (2.11.8)
où on a plaé les opérateurs de réation à gauhe, les opérateurs d'annihila-
tion à droite, sans se préouper des éventuels ommutateurs des opérateurs
entre eux. En eet, les termes qui proviennent des ommutateurs sont sin-
guliers et on peut onsidérer qu'ils sont retirés par l'ordre normal, e qui régu-
larise l'expression des opérateurs de vertex. Cependant, nous allons voir que
la presription d'ordre normal opératoriel est naïve dans le as de l'orbifold
de boost, ar les termes issus des ommutateurs ne sont pas tous singuliers. Il
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faut revenir à la simple régularisation introduite par l'ordre normal onforme
et traduire ette régularisation en terme de presription sur les opérateurs
de réation et d'annihilation. Examinons en détail le as de la orde libre
dans un espae plat. Nous notons V∗0 l'opérateur de vertex non régularisé et
érivons
V∗0 = e−ik
+X−−ik−X+ = e(−ik
+X−<0−ik−X+<0)+(−ik+X−>0−ik−X+>0)+(−ik+X−0 −ik−X+0 )
(2.11.9)
Pour simplier les expressions, nous absorbons le fateur −ik± dans X∓ ;
nous supposerons par ailleurs que α′ = 2,
V∗0 = eX<0(z,z¯)+X>0(z,z¯)+X0(z,z¯) (2.11.10)
Nous souhaitons utiliser la formule de Baker-Campbell-Hausdor eA+B =
eAeBe−
1
2
[A ,B]
pour des opérateurs A et B tels que [A,B] soit un multiple de
l'identité
41
, mais le ommutateur [X<0 , X>0], qui s'érit
[X<0(z, z¯) , X>0(z, z¯)] = −4k+k−
∞∑
n=1
1
n
(2.11.11)
est inni. Pour étudier la singularité, séparons les positions des opérateurs
X<0 et X>0 et érivons
V∗0 = lim
z′→z
eX<0(z
′,z¯′)+X>0(z,z¯)+X0(z,z¯)
(2.11.12)
La formule de Baker-Campbell-Hausdor donne alors
V∗0 = lim
z′→z
eX0(z,z¯)eX<0(z
′,z¯′)eX>0(z,z¯)e
−k+k− ln
∣∣∣1− z′z
∣∣∣2
(2.11.13)
Nous obtenons alors (2.11.8) en supprimant le dernier fateur. Cette régu-
larisation peut être faite sans introduire la limite z′ → z, en adoptant la
presription suivante : érire le ommutateur (2.11.11) sous la forme d'une
série divergente et soustraire les termes dominants divergents.
Cette analyse a pu paraître triviale dans le as de la orde libre, mais
examinons maintenant l'opérateur de vertex orrespondant à l'insertion d'un
état de orde non twistée dans une amplitude de diusion. Comme nous
41
C'est ainsi que nous désignerons les -number.
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l'avons expliqué dans le as de la orde ompatiée, il faut superposer les
images de la orde sous l'opération de boost. Nous obtenons un résultat
dépendant de la valeur propre du moment inétique de boost j
V0 = :
∫ ∞
−∞
dve−ik
+X−e−v−ik−X+ev+ik⊥·X⊥−ijv : (2.11.14)
Pour ne pas alourdir inutilement les expressions, nous enlevons tout e qui
dépend de v, sahant qu'à la n nous pouvons remettre l'intégrale sur v, le
fateur e−ijv et faire la substitution k± → k±e∓v pour obtenir le résultat
orret.
Nous érivons ainsi l'opérateur de vertex non régularisé de la façon suiv-
ante
V∗0 = eX<0(z,z¯)+X>0(z,z¯)+X0(z,z¯) (2.11.15)
Pour une amplitude dont les états initiaux et naux appartiennent au seteur
non twisté, X± aura l'expression orrespondante au seteur non twisté où
w = 0, e qui revient au as étudié i-dessus. Par ontre dès lors que les états
initiaux et naux appartiennent à un seteur twisté w, X± a l'expression
orrespondant à e seteur w. Physiquement, la orde non twistée est émise
dans le vide des ordes twistées. C'est dans ette situation que nous nous
plaçons maintenant.
En suivant la même démarhe que i-dessus, nous séparons les fréquenes
positives des fréquenes négatives
V∗0 = lim
z′→z
eX<0(z
′,z¯′)+X>0(z,z¯)+X0(z,z¯)
(2.11.16)
et nous obtenons
V∗0 = lim
z′→z
eX0(z,z¯)eX<0(z
′,z¯′)eX>0(z,z¯)e
1
2
k+k−C∗(z,z′)
(2.11.17)
ave
C∗(z, z′) =
1
1 + iν
(
z′
z
)1+iν
2F1
(
1 + iν, 1; 2 + iν;
z′
z
)
+
1
1− iν
(
z′
z
)1−iν
2F1
(
1− iν, 1; 2− iν; z
′
z
)
+
1
1 + iν
(
z¯′
z¯
)1+iν
2F1
(
1 + iν, 1; 2 + iν;
z¯′
z¯
)
+
1
1− iν
(
z¯′
z¯
)1−iν
2F1
(
1− iν, 1; 2− iν; z¯
′
z¯
)
(2.11.18)
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où 2F1(a, b; c; x) est une fontion hypergéométrique dénie dans l'annexe A.
Du omportement de ette fontion lorsque x → 1 (voir l'annexe A), on
déduit elui de C∗
C∗(z, z′) = −2 ln
∣∣∣∣1− z′z
∣∣∣∣
2
+2 [2ψ(1)− ψ(1 + iν)− ψ(1− iν)]+o(1) z′ → z
(2.11.19)
où ψ est la fontion digamma. On régularise en éliminant le ln dans C. Les
termes non-divergents doivent être gardés par ontre et on obtient l'opérateur
de vertex régularisé
V0 = eX0(z,z¯)eX<0(z,z¯)eX>0(z,z¯)ek+k−[2ψ(1)−ψ(1+iν)−ψ(1−iν)] (2.11.20)
En utilisant la presription que nous avons donnée, le alul est plus
simple
V∗0 = eX0(z,z¯)eX<0(z,z¯)eX>0(z,z¯)ek
+k−S∗
(2.11.21)
ave
S∗ =
∞∑
n=1
1
n + iν
+
1
n− iν (2.11.22)
Le terme dominant est
2
n
. Pour régulariser, il sut de remplaer S∗ par42
S =
∞∑
n=1
1
n+ iν
+
1
n− iν −
2
n
(2.11.23)
S est nie et peut être évaluée, e qui permet de onrmer le résultat obtenu
(2.11.20)
Remarquons que S peut être érite omme la diérene de ommutateurs
S = [X−<0 , X
+
>0]0 + [X
+
<0 , X
−
>0]0 − [X−<0 , X+>0]ν − [X+<0 , X−>0]ν (2.11.24)
où l'indie ν indique que le ommutateur doit être alulé dans le seteur
twisté de paramètre ν et l'indie 0 indique que le ommutateur doit être
alulé dans le seteur non twisté.
Enn, nous reviendrons dans la sous-setion 3.2.4 sur la signiation
physique du fateur ek
+k−S
.
42
Dans la setion 3.2 et l'artile [26℄, annexe C, nous avons utilisé ∆, qui est l'opposé
de S : S(ν) = −∆(ν).
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2.11.3 Ordonnement des modes zéro pour les opéra-
teurs de vertex de l'état N = 1 dans une am-
plitude omportant des états twistés
Il existe une seonde subtilité ave les opérateurs de vertex V1 pour des
amplitudes où les états initiaux et naux appartiennent au seteur twisté.
Considérons dans un premier temps un opérateur V1 de orde ouverte. La
dénition
Vµ1 = :∂Xµ(z) eik·X(z,z¯) : (2.11.25)
impose un ordre arbitraire pour les modes zéro. Dans le as d'un opérateur
de vertex dans une amplitude sans états twistés, mettre ∂Xµ à droite ou à
gauhe de l'exponentielle revient au même une fois qu'on ontrate l'opéra-
teur de vertex ave la polarisation de l'état (à ause des ontraintes sur ette
polarisation). Par ontre dans le as d'une amplitude ave états twistés, il
faut symétriser l'opérateur de vertex. Notons que dans l'expression de V0, les
modes zéro ne sont pas ordonnés et que pour V⊥1 il n'y a pas de problème de
modes zéro. Pour V±1 , il faut don adopter la dénition suivante
V±1 =
1
2
(
:∂X±(z) eik·X(z,z¯) : + :eik·X(z,z¯) ∂X±(z) :
)
(2.11.26)
où k ·X = −k+X− − k−X+ + k⊥ ·X⊥. Comme pour V0, la dépendane sur
v est sous-entendue, mais à ause du fateur ∂X± supplémentaire, il faut ii
rajouter un fateur e±v pour obtenir un opérateur de vertex invariant sous la
transformation de boost. Le alul des opérateurs régularisés se fait omme
préédemment. Le premier terme s'érit omme la limite régularisée quand
z′ → z de
∂X±(z′) :eik·X : (z) = ∂X±<0(z
′) :eik·X : (z)+
+ :eik·X : (z) ∂X±>0(z
′) + [∂X±>0(z
′) , :eik·X : (z)]+
+ ∂X±0 (z
′) :eik·X : (z)
(2.11.27)
où
[∂X±>0(z
′) , :eik·X : (z)] = [∂X±>0(w),−ik±X∓<0(z)] :eik·X : (z) (2.11.28)
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et
[∂X±>0(z
′) ,−ik±X∓<0(z)] = −ik±
( z
z′
)±iν 1
z′ − z (2.11.29)
Le seond terme quant-à lui, s'érit dans ette même limite
:eik·X : (z′) ∂X±(z) = ∂X±<0(z) :e
ik·X : (z′) + [ :eik·X : (z′) , ∂X±<0(z)]
+ :eik·X : (z′) ∂X±>0(z)
+ :eik·X : (z′) ∂X±0 (z)
(2.11.30)
où
[ :eik·X : (z′) , ∂X±<0(z)] = [−ik±X∓>0(z′), ∂X±<0(z)] :eik·X : (z′) (2.11.31)
et
[−ik±X∓>0(z′) , ∂X±<0(z)] = ik±
( z
z′
)∓iν 1
z′ − z (2.11.32)
On obtient nalement
V±1 (z) = ∂X±<0 :eik·X : (z)+ :eik·X : ∂X±>0(z)
1
2
(
∂X±0 :e
ik·X : (z)+ :eik·X : ∂X±0 (z)
)
∓ νk
±
z
:eik·X : (z) +
i
2
k±∂ :eik·X : (z)
(2.11.33)
Le dernier terme peut être éliminé puisqu'il orrespond à un ourant onservé.
Nous onstatons que, d'une part, les modes zéro sont bien symétrisés
et que, d'autre part, le terme issu des ommutateurs (2.11.28) et (2.11.31)
peut être inorporé dans la partie de mode 0, à ondition de redénir α±0 →
α±0 ∓ iνk±z±iν dans ∂X±0 .
Pour l'opérateur de vertex Vµν1 pour l'insertion d'une orde fermée non
twistée dans une amplitude à états twistés, la symmétrisation s'érit
Vµν1 (z, z¯) =
1
4
[
:∂Xµ(z)∂¯Xν(z¯)eik·X(z,z¯) : + :∂Xµ(z)eik·X(z,z¯)∂¯Xν(z¯) :
+ : ∂¯Xν(z¯)eik·X(z,z¯)∂Xµ(z) : + :eik·X(z,z¯)∂Xν(z)∂¯Xµ(z¯) :
]
(2.11.34)
L'eet de ette symmétrisation n'apparaît que lorsque µ ou ν est ±. On
obtient un résultat similaire à (2.11.33), ave les opérateurs de réation à
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gauhe, eux d'annihilation à droite, les modes zéros non ordonnés et la règle
suivante
43
α±0 → α±0 ∓ iν k± z±iν , α˜±0 → α˜±0 ± iν k± z∓iν (2.11.35)
es remplaements devant être fait seulement dans ∂X±0 et ∂¯X
±
0 . L'opéra-
teur de vertex pour le graviton, qui nous intéresse plus partiulièrement
pour les amplitudes dont nous parlerons au hapitre 3.2, est la ombinai-
son symétrique de trae nulle de Vµν1 .
2.12 Amplitudes, amplitudes à l'ordre des ar-
bres et fontion de partition
Nous disposons de tous les éléments pour onstruire les amplitudes de
diusion. Contrairement aux préédentes setions, nous ne détaillerons pas
les diérents as orrespondants aux diverses ongurations que nous avons
étudiées ar les spéiités de haune nous ont mené vers des amplitudes
diérentes. Nous exposerons don les résultats au hapitre 3 et nous nous
bornerons dans ette setion à rappeler la dénition des amplitudes et er-
taines de leurs propriétés.
2.12.1 Série perturbative en théorie des ordes
De même qu'en théorie du point, les diagrammes de Feynmann enodent
la série perturbative d'une amplitude. Ces diagrammes en théorie des ordes,
après ontinuation analytique vers la feuille d'univers eulidienne, sont des
surfaes de Riemann et sont lassiées selon leur genre, qui est aussi la puis-
sane à laquelle est élevée la onstante de ouplage dans la série perturbative.
Ainsi, les deux ordres les plus bas sont les surfaes de genre zéro omme la
sphère ou le disque qui orrespondent à l'ordre des arbres et les surfae de
genre un omme le tore qui orrespondent à l'ordre d'une boule. Nous nous
43
Il y a un hangement de signe par rapport à l'artile [26℄ ar la onvention pour
l'onde plane qui y a été hoisie est e−ik·X et non eik·X . On peut simplement passer d'une
onvention à l'autre en hangeant k± en −k± (et k⊥ et −k⊥).
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limiterons à l'ordre des arbres pour les amplitudes omportant des états ex-
ternes et à l'ordre d'une boule pour les amplitudes du vide. Notons que le
formalisme de la théorie des ordes ne permet en l'état atuel de ne traiter
que des amplitudes sur la ouhe de masse, e que nous supposerons tout au
long de notre étude.
2.12.2 Aspets globaux de la feuille d'univers et symétries
Considérons une amplitude à quatre ordes fermées. Le diagramme à
l'ordre des arbres est représenté sur la gure 2.3. L'invariane onforme de
l'ation permet de simplier e diagramme, en ramenant la feuille d'univers
(eulidienne) à une sphère et haque patte à un point, qui est la position
de l'opérateur de vertex orrespondant à l'état entrant orrespondant (voir
gure 2.3).
1 2
34
4 3
21
Fig. 2.3  Amplitude de diusion de quatre ordes fermées. À gauhe : les ordes
fermées entrante sont bien visibles sur la feuille d'univers (les quatre tubes). À
droite : après transformation onforme, on peut se ramener à une sphère perée de
quatre trous orrespondant aux ordes fermées.
Lorsque nous avons exposé l'ation de Polyakov (2.2.3), nous avons vu que
nous pouvions éliminer par un hoix de jauge sur la métrique les degrés de
liberté superus introduits par les symétries de Weyl et de diéomorphisme,
sauf eux liés à l'invariane onforme. Cependant nous avons travaillé au
niveau loal, sans nous préouper des ontraintes globales, imposées no-
tamment par la struture diérentielle et la topologie de la feuille d'univers.
Comme pour la partiule pontuelle, nous aurons un groupe de symétries
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résiduelles et des paramètres de Teihmüller assoiés à la feuille d'univers.
Tout d'abord, la symétrie résiduelle qu'est l'invariane onforme est re-
streinte : la sphère par exemple n'est pas invariante sous une transformation
onforme quelonque z → f(z), mais seulement sous les transformations on-
formes dont la forme innitésimale
44
est δz = a0 + a1z + a2z
2
, 'est-à-dire
elles de la forme z → αz+β
γz+η
ave αη−γβ = 1. En eet on peut montrer que e
sont les seules transformations onformes qui sont dénies sur la sphère toute
entière. Dans le as général, on a un nombre ni
45
de degrés de liberté de
symétrie non xés par le hoix de jauge. Le groupe de symétries résiduelles
s'appelle groupe de Killing onforme. Notons que loalement, l'invariane
onforme est toujours présente ; ainsi le formalisme de théorie onforme n'est
pas disqualié pour le alul des amplitudes.
D'autre part, les paramètres de Teihmüller sont dans le as de la orde
les paramètres
46
de la métrique qui ne sont pas xés par les symétries. Par
exemple, les métriques ne sont pas toutes dans la même orbite du groupe de
jauge et la famille des métriques non images l'une de l'autre par une transfor-
mation de jauge est paramétrée par un module. Par exemple, le tore a deux
modules
47
érit sous la forme d'un nombre omplexe τ , notation tradition-
nelle qui peut prêter à onfusion  nous hoisirons ρ. L'espae des modules
est noté F0 et il orrespond à une lasse d'équivalene du demi-plan supérieur
sous l'ation du groupe PSL(2,Z) qui est le groupe des transformations de
oordonnées globales du tore.
Enn, il reste une dernière atégorie de paramètres : les positions des
opérateurs de vertex, qu'on appelle aussi par exenstion modules. On peut
jauger les symétries du groupe de Killing onforme en xant autant de posi-
tions d'opérateur de vertex.
Considérons une amplitude générale dans le formalisme d'intégrale des
hemins. L'intégration sur les métriques et les positions des opérateurs de
vertex est mise sous la forme d'une intégration sur le groupe de jauge, les
modules et les positions libres des opérateurs de vertex. La mesure d'inté-
44a0, a1, a2, α, β, γ et η sont des nombres omplexes.
45
d'après le théorème de Riemann-Roh
46
en nombre ni d'après le même théorème
47
On ompte les paramètres réels.
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gration est donnée par le jaobien de ette transformation, jaobien qui se
met sous la forme d'une ontribution de fantmes à l'ation de Polyakov.
Comme nous l'avons déjà évoqué, l'amplitude peut se aluler en terme de
fontions de orrélations d'une théorie onforme de boson, de fermions et de
fantmes. Lorsque nous alulerons une amplitude dans les diérentes ong-
urations que nous avons étudiés, nous utiliserons impliitement les résultats
de la proédure d'intégrale des hemins pour érire l'amplitude sous la forme
d'une fontion de orrélation de théorie onforme dépendante des diérents
paramètres sur lesquelles on intègre. Nous n'érirons pas les ontributions
des fantmes, nous en tiendrons ompte diretement dans le résultat nal.
Enn, nous alulerons les fontions de orrélation dans le formalisme des
opérateurs.
2.12.3 Amplitudes à l'ordre des arbres
Appliquons e qui a été dit plus haut au as de l'amplitude de diusion
à l'ordre des arbres de trois états tahyoniques de ordes fermées libres dans
l'espae plat. La feuille d'univers à onsidérer est une sphère S2. Elle n'a
auun module, par ontre elle a six paramètres dans le groupe de Killing
onforme et es six paramètres réels peuvent être éliminés si on xe les posi-
tions des trois opérateurs de vertex. Le hoix standard est z1 = 0, z2 = 1 et
z3 =∞. L'amplitude s'érit
A3 = lim
z3→∞
〈 :eik1·X(0) : :eik2·X(1) : :eik3·X(z3,z¯3) : 〉 (2.12.1)
où, dans l'équation préédente et toutes les équations onernant les ampli-
tudes, le symbole = signie égal à une onstante de proportionnalité près
(onstante de ouplage inluse). Dans le formalisme des opérateurs, ette
amplitude s'érit
A3 = 〈0; k1| :eik2·X(1) : |0; k3〉 (2.12.2)
On obtient le résultat suivant
A3 = δ(k1 + k2 + k3) (2.12.3)
L'amplitude suivante
Aµν3 = 〈 :eik1·X(0) : :∂Xµ(1)∂¯Xν(1)eik2·X(1) : :eik3·X(z3,z¯3) : 〉 (2.12.4)
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que nous noterons
Aµν3 = 〈0; k1| T µν |0; k3〉 (2.12.5)
vaut
Aµν3 = (k1 − k3)µ(k1 − k3)νδ(k1 + k2 + k3) (2.12.6)
Notons qu'en toute rigueur, l'amplitude omplète est e2µνAµν3 où e2 est la
polarisation de l'état de masse nulle.
Nous étudierons en détail le as où les états initiaux et naux sont des
états twistés et nous noterons simplement 〈1| T µν |3〉.
Citons enn l'amplitude de diusion de quatre états tahyoniques
A4 =
∫
C
d2z3 lim
z4→∞
〈 :eik1·X(0) : :eik2·X(1) : :eik3·X(z3,z¯3) : :eik4·X(z4,z¯4) : 〉
=
∫
d2z3 〈0; k1|T :eik2·X(1) : :eik3·X(z3,z¯3) : |0; k4〉
(2.12.7)
où T désigne le produit ordonné dans le temps. Après aluls, on obtient,
dans un premier temps, l'expression suivante
A4 = δ(
∑4
i=1ki)
∫
C
d2z3|z3|−α′u/2−4|1− z3|−α′t/2−4 (2.12.8)
puis, en intégrant, l'amplitude de Virasoro-Shapiro
A4 = δ(
∑4
i=1ki)
Γ
(−1 − α′s
4
)
Γ
(−1− α′t
4
)
Γ
(−1− α′u
4
)
Γ
(
2 + α
′s
4
)
Γ
(
2 + α
′t
4
)
Γ
(
2 + α
′u
4
)
(2.12.9)
où s, t et u sont les variables de Mandelstam telles qu'elles sont dénies en
théorie des hamps (s = (k1 + k2)
2
, t = (k1 + k3)
2
, u = (k1 + k4)
2
).
Nous n'exposons pas les résultats onernant les amplitudes de ordes ou-
vertes à l'ordre des arbres, ar ela ne nous sera pas utile par la suite. D'autre
part, nous n'étudierons que la version bosonique de e type d'amplitude.
2.12.4 Fontions de partition
Comme en théorie des hamps, les fontions de partition sont des am-
plitudes de orde sans pattes externes. Comme nous l'avons dit plus haut il
s'agira toujours d'amplitude à une boule. Pour une fontion de partition de
ordes ouvertes, la feuille d'univers est un anneau, ou, e qui est équivalent
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du point de vue topologique, un ylindre (voir gure2.4). Il y a un module,
que nous noterons t (0 < t < ∞). 2πt est la ironférene du ylindre48. La
fontion de orrélation orrespondant à la fontion de partition est 〈1〉 et
s'érit, dans le formalisme d'opérateur,
Z =
∫ ∞
0
dt
2t
tr e−2πtL0 (2.12.10)
où la trae porte sur l'espae des états de la orde ouverte et inlut l'inté-
gration sur les impulsions. Le dénominateur 2t élimine la redondane due au
module et au hoix d'orientation de la boule. L0 onstitue l'hamitonien du
système et les ontributions des fantmes sont sous-entendues. Pour faire le
lien ave l'intégrale des hemins orrespondante, il faut onsidérer la feuille
d'univers annulaire, omme une bande de longueur 2πt le long de laquelle les
états de ordes se propagent (la translation selon τ
E
est générée par L0) et
dont on olle les deux extrémités.
τ
E
σ
Fig. 2.4  La orde ouverte dérit une bande dont les extrémités sont ollées pour
former un ylindre (ou un anneau). τE ∈ [0, 2πt], σ ∈ [0, π].
Dans le as des ordes fermées, la feuille d'univers est un tore ; nous en
avons parlé un peu plus haut. Nous érirons ρ = ρ1 + iρ2 où ρ1 et ρ2 sont les
deux modules du tore. On peut onsidérer que le tore est formée par l'évolu-
tion d'un état de orde pendant un temps eulidien 2πρ2 et la translation du
même état d'une distane 2πρ1. Dans le formalisme d'opérateur, ei s'érit
Z =
∫
F0
dρdρ¯
4ρ2
tr e2πiρ1(L0−L¯0)−2πρ2(L0+L¯0 (2.12.11)
La trae porte ette fois sur l'espae des états de la orde fermée et in-
lut de même l'intégration sur les impulsions. L0 − L¯0 est le générateur des
48
Le fateur 2π est une onvention ommode qui permet de passer du tore au ylindre
en posant ρ = it et faisant le quotient par la relation d'équivalene w ∼ −w¯.
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translations selon σ, L0 + L¯0 est le générateur des translations
49
selon τ
E
. Le
dénominateur 4ρ2 inlut la ontribution des modes exités des fantmes pour
dρdρ¯, la redondane due au groupe de Killing onforme et un fateur 2 dû
au hoix d'orientation du tore.
Par ommodité, nous appellerons aussi fontion de partition ou amplitude
du vide les amplitudes Z(t) ou Z(τ), sans intégration sur les modules.
Cas de la orde supersymétrique
Dans l'équation (2.12.10) la trae omprend aussi une somme sur les
diérents seteurs. Il est plus pratique pour la suite de dénir des fontions
de partition par seteurs, que nous noterons également Z
Z =
∫ ∞
0
dt
2t
tr
(P e−2πtL0) (2.12.12)
où P est un opérateur de projetion et où la trae porte sur un seteur
partiulier. Nous verrons des exemples de ela à la setion suivante (2.13).
Si la partie de mode zéro des fontions de partition supersymétriques est
identique à elle des fontions de partition bosonique, la ontribution des
états des spineurs et des superfantmes modient le fateur orrespondant
aux états exités. Nous ne donnerons pas plus de détails et nous invitons le
leteur à se reporter à [4℄, [80℄ ou [81℄.
2.12.5 Dualité de feuille d'univers
Revenons à la fontion de partition de orde ouverte. Sous sa forme d'an-
neau, la feuille d'univers évoque bien une boule pour ordes ouvertes, mais
si nous la onsidèrons omme un ylindre, il s'agit aussi de la feuille d'univers
orrespondant à la propagation d'une orde fermée. Ce hangement de point
de vue est illustré sur la gure 2.5. Nous onsidérons une feuille d'univers
dérivant la propagation d'une orde ouverte de longueur π sur un inter-
valle de temps 2πt. Si nous dénissons de nouvelles oordonnées de feuille
49L0 + L¯0 sans la onstante d'ordre normal est l'hamiltonien dans le système de oor-
données z, z¯ mais ave nos onventions, elle est sous-entendue dans l'expression donnée et
nous avons bien le générateur des translations selon τ
E
orrespond au fait que le tenseur
énergie-impulsion n'est pas un opérateur primaire
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d'univers τ ′
E
, σ′ de la façon suivante
τ ′
E
=
1
t
σ , σ′ =
1
t
τ
E
(2.12.13)
alors la feuille d'univers dérit la propagation d'une orde fermée d'une
longueur standard 2π sur un invervalle de temps π
t
(voir gure 2.5). Ainsi
l'amplitude de propagation d'une orde fermée
50 A
.f.
est égale à l'ampli-
tude du vide des ordes ouvertes à une boule Z
op
. C'est la dualité de feuille
d'univers. Comme le hangement de oordonnées est une transformation on-
forme, ette dualité est la onséquene de la symétrie onforme présente dans
la théorie.
τ
E
σ
σ′
τ ′
E
Fig. 2.5  τE ∈ [0, 2πt], σ ∈ [0, π] sont les oordonnées pour la orde ouverte.
τ ′E ∈ [0, πt ], σ′ ∈ [0, 2π] sont les oordonnées pour la orde fermée.
Nous introduisons à la setion suivante 2.13 le formalisme d'états de bord
qui permet de aluler les amplitudes de propagation de la orde fermée et
de vérier ette dualité. Lorsque nous onsidérons une amplitude d'anneau
omme une amplitude d'anneau de orde ouverte à une boule, nous dirons
plus simplement que nous nous plaçons dans le anal de orde ouverte ; de
même, si nous onsidérons la même amplitude omme une amplitude de
ylindre de orde fermée à l'ordre des arbres, alors nous parlerons de anal
de orde fermée.
Remarque à propos des ongurations de D-branes
De même que la fontion de partition du vide életromagnétique onstitué
par deux plaques ondutries qui imposent des onditions aux bords spéi-
ques est égale au produit entre une durée innie d'interation et l'énergie
50
souvent notée Z
.f.
bien que e ne soit pas à proprement parler une fontion de partition
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d'interation par eet Casimir entre es deux plaques, la fontion de parti-
tion des ordes ouvertes dans le vide onstitué par deux D-branes est égale au
produit entre une durée innie d'interation et l'énergie d'interation entre
es deux D-branes. Dans le as de deux S-branes, on parlera respetivement
de longueur d'interation L et d'impulsion d'interation. Le alul de la fon-
tion de partition, déjà motivé par la signiation physique que elle-i revêt,
est de plus indispensable à la dénition omplète des états de bord.
En eet, dans une onguration de D-branes, la dualité de feuille d'u-
nivers fait orrespondre à notre amplitude à une boule de orde ouverte
(ave onditions aux bords de Dirihlet) une amplitude orrespondant à la
propagation d'une orde fermée émise par une des deux membranes et ab-
sorbée par l'autre.
2.13 Membranes de Dirihlet et formalisme d'é-
tats de bord
2.13.1 Formalisme d'états de bord
Nous utilisons dans ette setion le terme membranes de Dirihlet pour
désigner indiérement les D-branes et les S-branes de Dirihlet, 'est-à-dire
les objets orrepondants à des onditions de Dirihlet sur la oordonnées X0.
Nous avons vu à la sous-setion 2.10.3 qu'elles pouvaient être obtenues par
T-dualité sur la diretion temporelle, mais ii, nous supposerons seulement
que des onditions de Dirihlet ont été imposées sur la oordonnée X0 dans
une onguration d'espae plat non ompatiée.
Dans le anal de ordes fermées, l'amplitude de propagation peut s'érire
dans le formalisme d'opérateurs, à ondition de dénir des états de bords
dérivant l'interation entre une membrane et une orde fermée.
A
.f.
(t) = 〈B1|P |B2〉 (2.13.1)
où P est le propagateur de la orde fermée, 'est-à-dire
P =
α′
4π
∫
|z|≤1
d2z
|z|2 z
L0 z¯L¯0 (2.13.2)
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Les notations L0 et L¯0 inluent la onstante d'ordre normal. Ces états de
bords sont déterminés en appliquant la transformation onforme orrespon-
dant à la dualité sur les onditions aux bords que vérient les oordonnées
bosoniques X et fermioniques ψ. Les onditions au bord que vérie une orde
ouverte attahée à une p-brane en σ = 0 (ou de façon similaire en σ = π)
s'érivent pour les oordonnées bosoniques
∂σX
µ = 0 , Xν = yν σ = 0 (2.13.3)
où µ dérit le volume d'univers de la p-brane et ν désigne les diretions
perpendiulaires à la p-brane. Pour une Dp-brane, µ = 0, . . . p et ν = p +
1, . . . , d. Pour une Sp-brane de Dirihlet, µ = 1, . . . , p, ν = 0, p + 1, . . . , d.
Les onditions que doivent vérier l'état de bord |B〉 orrespondant à ette
p-brane sont don
∂τX
µ|B〉 = 0 , (Xν − yν)|B〉 = 0 τ = 0 (2.13.4)
Il est utile d'érire es onditions en terme de modes
(αµn + α˜
µ
−n)|B〉 = 0 pµ|B〉 = 0 (2.13.5)
(ανn − α˜ν−n)|B〉 = 0 (xν − yν)|B〉 = 0 (2.13.6)
De même, les onditions aux bords pour les fermions (2.7.2) imposent que
la partie fermionique de l'état de bord ne omportent que les seteurs R-R
et NS-NS. Elles imposent en outre,
(ψµr + iηψ˜
µ
−r)|B〉 = 0 (2.13.7)
(ψνr − iηψ˜ν−r)|B〉 = 0 (2.13.8)
où r est entier dans le seteur R-R et demi-entier dans le seteur NS-NS. Le
fateur i provient de la transformation onforme et η vaut ±1. Nous avons
ainsi deux types d'états pour haun des seteurs R-R et NS-NS, notés en
général |B, η〉 et |B,+〉 ou |B,−〉 si la valeur de η est xée. Ces états perme-
ttent de onstruire des états de bord invariants sous la projetion GSO et qui
don se ouplent bien aux seteurs physiques de la théorie des superordes
onsidéré. Pour le seteur R-R, nous noterons et état physique |B〉
R-R
; pour
le seteur NS-NS, |B〉
NS-NS
. Dans notre étude, nous nous plaçons en théorie
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II, mais nous donnerons les expressions orrespondantes un peu plus loin et
nous exposons l'utilisation de la dualité de feuille d'univers en toute général-
ité.
De la même manière, les ontraintes imposées par les fantmes peuvent
être exprimés en terme de modes, mais nous n'entrerons pas dans les détails,
nous tiendrons seulement ompte de la ontributation des fantmes dans le
résultat nal.
Les solutions aux équations (2.13.6) et (2.13.8) s'érivent
|B, η〉
NS-NS
= N
NS-NS
δ(d⊥)(x− y) e−
∑
∞
n=1 α
µ
−nSµν α˜
ν
−n eiη
∑
∞
r=1/2 ψ
µ
−rSµν ψ˜
ν
−r |0; k = 0〉
(2.13.9)
|B, η〉
R-R
= NR−R δ(d⊥)(q − y) e−
∑
∞
n=1 α
µ
−nSµν α˜
ν
−n eiη
∑
∞
n=1 ψ
µ
−nSµν ψ˜
ν
−nMAB|A〉|B˜〉
(2.13.10)
où |0; k = 0〉 est le vide NS-NS, |A〉|B˜〉 est le vide R-R ave des indies de
spineur de SO(1, 9) A et B. La matrie Sµν a des valeurs propres +1 dans
les diretions du volume d'univers de la p-brane et −1 dans les diretions
perpendiulaires à la p-brane. La matrieMAB est une solution de l'équation
(Γµ)TM− iηSµνΓ11MΓν = 0 . (2.13.11)
Les solutions s'érivent
M = CΓ0Γ1 . . .Γp1 + iηΓ11
1 + iη
, (2.13.12)
où C est la matrie de onjugaison de harge. Une éventuelle onstante de
proportionnalité est en fait intégrée dans la normalisation de l'état. Pour
la S-brane, nous distinguerons ependant le as où nous avons un fateur i
supplémentaire.
La dualité de feuille d'univers identie la propagation d'une orde ouverte
le long d'une boule de longueur 2πt ave la propagation d'une orde fermée
sur une durée
π
t
. D'autre part nous obtenons par alul diret
51
les identités
51
en faisant notamment le hangement de variable s = 1
t
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suivantes∫ ∞
0
ds
NS-NS
〈B, η|e−πs(L0+L¯0)|B, η〉
NS-NS
=
8N 2
NS-NS
πα′T 2p
∫ ∞
0
dt
2t
tr
NS
e−2πtL0
(2.13.13)∫ ∞
0
ds
NS-NS
〈B, η|e−πs(L0+L¯0)|B,−η〉
NS-NS
=
8N 2
NS-NS
πα′T 2p
∫ ∞
0
dt
2t
tr
R
e−2πtL0
(2.13.14)∫ ∞
0
ds
R-R
〈B, η|e−πs(L0+L¯0)|B, η〉
R-R
= − N
2
R-R
2πα′T 2p
∫ ∞
0
dt
2t
tr
NS
(−1)F e−2πtL0
(2.13.15)∫ ∞
0
ds
R-R
〈B, η|e−πs(L0+L¯0)|B,−η〉
R-R
= − N
2
R-R
2πα′T 2p
∫ ∞
0
dt
2t
tr
R
(−1)F e−2πtL0
(2.13.16)
où
Tp = π
7/2−p23−pα′3/2−p/2 (2.13.17)
est la tension de la p-brane. tr
NS
désigne une trae sur le seteur NS de la
orde ouverte seulement, tr
R
sur le seteur R seulement. Nous avons érit le
propagateur, après hangement de variable z = e−πs,
P =
πα′
2
∫ ∞
0
ds e−πs(L0+L¯0) . (2.13.18)
À partir de es identités, on onstruit des états de bords pour les Dp-
brane qui soient invariants sous projetion GSO et qui orrespondent à une
amplitude de orde ouverte où se propagent aussi des états invariants par
projetion GSO. En théorie de type II, les ombinaisons détats de bords
invariantes sous projetion GSO sont
|B〉
NS-NS
= |B,+〉
NS-NS
− |B,−〉
NS-NS
(2.13.19)
|B〉
R-R
= |B,+〉
R-R
+ |B,−〉
R-R
(2.13.20)
L'état |B〉
R-R
n'est invariant sous projetion GSO que si p est pair en théorie
IIA et impair en théorie IIB. On onstruit alors deux types d'états de bords
de D-branes : un état de bord de D-brane BPS, ainsi nommé ar il est su-
persymétrique et onduit à une interation nulle,
|D〉
BPS
= |B〉
NS-NS
+ |B〉
R-R
(2.13.21)
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et un état de bord de D-brane instable
52
|D〉
inst.
= |B〉
NS-NS
(2.13.22)
qui est un état indépendant pour p impair (en type IIA) ou pair (en type
IIB).
La dualité impose, pour les D-branes BPS,
N 2
NS-NS
= − 1
16
N 2
R-R
(2.13.23)
Les états de bord, qui représentent les onditions au bord induite par une
D-brane dans le seteur de orde fermée, permettent de aluler les hamps
du spetre de orde fermée émis par la membrane. Pour ela, il faut projeter
l'état de bord auquel on a appliqué le propagateur sur les états de masse nulle
adéquats. Ces projeteurs sont onstruits à partir des opérateurs de vertex
de la orde fermée supersymétrique. Ainsi, le hamp NS-NS Jµν(k) émis par
une D-brane est donné par
53
Jµν(k) = lim
z,z¯→∞
〈0| :Vµ−1(k/2; z)V˜ν−1(k/2; z¯) : |B〉NS-NS (2.13.24)
Le hamp R-R est donné par
J a˙b˙(k) = lim
z,z¯→∞
〈0| :V a˙−3/2(k/2; z)V˜ b˙−1/2(k/2; z¯) : |B〉R-R (2.13.25)
où a˙ et b˙ sont des indies orrespondant à la représentation onjuguée de
Weyl des spineurs de SO(1,9).
Après alul, la omparaison de es expressions (2.13.24) et (2.13.25) ave
les hamps émis par la solution lassique de supergravité orrespondant à la
D-brane ahève de xer les normalisations
N
NS-NS
= i
Tp
4
et N
R-R
= ±4Tp . (2.13.26)
pour les D-branes BPS et
N
NS-NS
= i
Tp
2
√
2
(2.13.27)
pour les D-branes instables.
52
ar il n'est pas protégé par la supersymétrie
53
Dans les deux équations qui suivent, nous suivons les onventions de [82℄. Les indies
des opérateurs de vertex indiquent la représentation (piture en anglais) des superfantmes.
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2.13.2 États de bord pour les S-branes
Pour la S-brane, la situation est moins laire. Il existe deux presriptions
possibles pour onstruire les états |B, η〉
R-R
. La première onsiste à prolonger
analytiquement la solution de D-brane (2.13.12) et à érire
M
S-brane
= iCΓ1 . . .ΓpΓp+1
1 + iηΓ11
1 + iη
(2.13.28)
Cette presription onduit à des hamps NS-NS (2.13.24) et R-R (2.13.25)
qui ne sont pas tous les deux réels. On peut vérier que du point de vie des
ordes ouvertes, les états qui se propagent dans la boule sont des états ayant
une valeur propre −1 pour l'opérateur de projetion GSO, en partiulier le
tahyon de orde ouverte qui est habituellement éliminé par une projetion
sur les états de valeur propre +1. La seonde presription onsiste à garder
la même matrie M que dans le as de la D-brane. Les hamps émis sont
maintenant réels (si l'on hoisit orretement les normalisations), les états
de ordes ouvertes qui se propagent dans la boule ont une valeur propre +1
pour l'opérateur de projetion GSO. Cependant, es états ne vérient pas les
équations de supergravité de type II, mais de type II
⋆
.
Ainsi, les S-branes de Dirihlet émettant des hamps NS-NS et R-R
physiques n'existent pas dans une théorie de type II. Par ontre, nous pou-
vons onsidérer des S-branes émettant seulement un hamp NS-NS, qui sont
la ontrepartie des D-branes instables. Nous allons, dans la setion 3.3 du
hapitre suivant 3, étudier plus en détail l'amplitude à une boule de ordes
ouvertes tendues entre deux S-branes de Dirihlet. Il s'agira alors de S-branes
 instables .
2.13.3 États de bord dans une onguration non triviale
Dans le as de la onguration d'ondes planes à prol linéaire que nous
avons dérite à la sous-setion 2.6.2, les onditions aux bords sont linéaires
54
.
Nous pouvons alors résoudre les onditions imposées sur les états de bords
et aluler l'amplitude de propagation de la orde fermée en présene des
hamps. Nous avons d'autre part alulé l'amplitude à une boule de la
54
Nous n'avons étudié ette onguration que dans le adre de la théorie bosonique.
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orde ouverte. Nous avons ensuite vérié expliitement la dualité de feuille
d'univers. Nous ne détaillons pas ii es aluls, qui sont semblables à eux
exposés i-dessus, et nous invitons le leteur à se réferer à l'artile [67℄ (an-
nexe B) et notamment à son annexe A. Cei onstitue un exemple non trivial
de ette dualité.
Conlusion du hapitre
À travers et exposé du formalisme de première quantiation de la
théorie des ordes, nous avons mis en plae les outils néessaires à la dis-
ussion que nous allons mener au hapitre suivant 3. Nous avons essayé de
montrer omment divers problèmes tehniques issus de ongurations en ap-
parene très diérentes pouvaient être traités de manière similaire. Dans le
hapitre suivant, nous traiterons les aspets physiques, plus spéiques, de
haune des ongurations.
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Chapitre 3
Eets physiques produits par les
ongurations dépendantes du
temps
3.1 Corde ouverte dans une onde plane à prol
linéaire
3.1.1 Conguration statique, onguration dépendante
du temps
Avant de nous attaquer à la onguration dépendante du temps, nous
avons étudié le as statique. Nous avons mis en évidene l'existene d'un
gradient ritique, qui orrespond à la limite entre un domaine de stabilité
et un domaine d'instabilité. En première analyse, les extrémités de la orde
ont des domaines de stabilité disjoints, la onguration est don globalement
instable. Dans un premier temps, nous avons herhé un méanisme per-
mettant de stabiliser la onguration statique. Dans un seond temps, nous
avons essayé de résoudre les équations du mouvement dans une onguration
dépendante du temps.
La solution au premier problème est la transposition direte des méan-
ismes de stabilisation des pièges à ions. Le piège de Penning, obtenu par l'a-
jout d'un hamp magnétique onstant et uniforme élargit la zone de stabilité
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pour haque extrémité de la orde et permet l'existene d'une onguration
stable. Le méanisme du piège de Paul, qui onne les ions en imposant une
variation périodique du hamp életrique (ii, nous faisons varier le gradient
des hamps életromagnétiques), fontionne aussi.
Le seond problème n'a pas pu être résolu sans faire ertaines approxi-
mation, qui nous ont permis de mener les aluls à leur terme. Cei nous a
notamment permis de mettre en évidene un degré de liberté que nous avons
interprété omme la ontre-réation due à la dépendane en temps.
3.1.2 Partiule hargée dans une onde plane életro-
magnétique
Nous ommençons notre étude par le as d'une partiule hargée. En eet,
omme nous le onstaterons également à la setion 3.2, l'étude de modèles
pontuels reproduisant le omportement des modes zéros de la orde permet
de mettre en évidene une partie non négligeable des eets physiques engen-
drés par la onguration hoisie. Ii, la partiule hargée est loin d'être un
modèle dèle des modes zéros, mais elle permet de omprendre failement la
soure de l'instabilité de la onguration.
Nous onsidérons don une partiule relativiste de masse m et de harge
unité, plongée dans une onguration omposée d'une onde plane à prol
linéaire de potentiel A = Φ(x+, xi)dx+ (vériant la ondition d'harmoniité
(2.6.13)) et d'un hamp magnétique onstant et uniforme B. Les équations
du mouvement orrespondant à l'ation donnée dans la setion 2.1.1 dans le
formalisme de la ligne d'univers, onduisent à la relation de ouhe de masse
suivante
1
2
(pi)
2 + p+p− + p+Φ(x+, xi) +m2 = 0 (3.1.1)
où pi = ∂τxi − Bijxj et p− = ∂τx− − Φ sont les impulsions anoniques
onjuguées à xi et x+. p− est l'Hamiltonien pour l'évolution sur la ligne
d'univers.
Le mouvement de la partiule relativiste se réduit don à elui d'une
partiule non relativiste dans un potentiel  életrostatique  qui dépend
du temps Φ(x+, xi). L'apparition d'une inématique non-relativiste est une
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aratéristique habituelle de la quantiation dans la jauge du ne de lu-
mière, qui est naturellement imposée ii par l'équation du mouvement sur
x+ : x+ = x+0 + p
+τ .
En l'absene de hamp magnétique, les points ritiques du potentiel har-
monique ont la forme suivante à deux dimensions (spatiales) Φ = Re(zn/n)
ave z = x + iy. Pour n = 2, le as habituel, Φ = 1
2
(x2 − y2) et le mou-
vement le long de y est instable (il orrespond à un osillateur harmonique
inversé. Mais pour des points ritiques d'ordre supérieur, le mouvement on-
verge vers z = 0 lorsque τ → ∞. En eet z(τ) = [n(n − 2)τ ]1/(2−n). Si l'on
revient aux équations du mouvement pour la orde (2.6.16), on est onfronté
à des équations non linéaires, que nous n'avons pas su résoudre
1
. Néanmoins,
l'instabilité du as n = 2 n'est pas rédhibitoire ; il existe plusieurs façons de
stabiliser un piège életrostatique quadrupolaire.
 La première possibilité, anedotique en e qui onerne notre problème,
onsiste à onsidérer un piège pour des moléules de polarisabilité néga-
tive. Les moléules sont alors attirées vers le entre du piège, où le
hamp életrostatique E est nul. Une polarisabilité négative peut être
obtenue pour des états exités dégénérés lorsque E = 0.
 La seonde possibilité onsiste à rajouter un hamp magnétique on-
stant et uniforme pour onner les diretion instables. Le piège s'appelle
piège de Penning. Le as le plus simple est le piège à trois dimensions,
où le potentiel quadrupolaire s'érit V (x) = −1
2
e (x2 + y2 − 2z2). En
ajoutant un hamp magnétique dans la diretion z, on peut onner
les ions dans le plan (x, y). En eet, les équations du mouvement

x¨
y¨
z¨

 + 2b


−y˙
x˙
0

− e


x
y
−2z

 =


0
0
0

 (3.1.2)
onduisent à la relation de dispersion suivante
(ω2 − 2ωb+ e)(ω2 + 2ωb+ e)(2e− ω2) = 0 (3.1.3)
où les 2 premiers fateurs orrespondent aux polarisations gauhe et
droite dans le plan (x, y) et le dernier, à elle dans la diretion z. Le
1
En perdant la linéarité des équations du mouvement, on perd aussi la possibilité de
superposer les soures et leurs solutions partiulières.
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mouvement est stable si toutes les raines ω sont réelles, 'est-à-dire
si b2 > e et si la harge e est stritement positive. Ainsi, seules les
partiules hargées positivement sont piégées, et e, seulement si le
hamp magnétique est susamment intense.
 La troisième possibilité onsiste à faire varier le potentiel Φ à une
fréquene donnée de façon à obtenir une résonane paramétrique ave
les modes propres du hamp quadrupolaire. Il s'agit du piège de Paul. À
deux dimensions, le potentiel s'érit Φ(x+) = 1
2
(e+ f sin(ωτ)(x2 − y2).
Les équations du mouvement s'érivent alors
x¨+ [e + f sin(ωτ)]x = 0 (3.1.4)
Cette équation s'appelle équation de Mathieu et présente qualitative-
ment le même diagramme de stabilité que pour une modulation ret-
angulaire, plus simple à aluler (voir gure 3.3).
Avant de voir omment es méanismes s'appliquent aux as de la orde
ouverte dans une onde plane à prol linéaire, nous allons étudier le omporte-
ment d'un diple élastique dans une telle onguration de hamp. En eet,
e système reproduit une grande partie de la physique de la orde à basse
énergie.
3.1.3 Diple élastique dans une onde plane életromag-
nétique à prol linéaire
Nous ommençons par expliquer omment nous nous ramenons au modèle
du diple élastique. Dans la jauge du one de lumière X+ = x+ + p+τ , les
onditions de Virasoro pour la orde ouverte s'érivent
p+∂σX
− + ∂τX i∂σX i = 0 (3.1.5a)
−p+∂τX− + 1
2
[
(∂τX
i)2 + (∂σX
i)2
]
= 0 (3.1.5b)
En réérivant la ontrainte Hamiltonienne (3.1.5b) en terme des impulsions
anoniques (la dépendane en τ est sous-entendue)
π− = −∂τX+ = −p+ , πi = ∂τX i
π+ = −∂τX− + Φ(0)(X(0))δ(σ) − Φ(1)(X(π))δ(σ − π)
(3.1.6)
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et en intégrant sur σ entre 0 et π nous obtenons l'expression de l'Hamiltonien
de ne de lumière p−
p− = H
.l.
=
1
2p+
∫ π
0
[
(πi)
2 + (∂σX
i)2
]
dσ − Φ(0)(X(0)) + Φ(1)(X(π))
(3.1.7)
Cet Hamiltonien est onservé si les potentiels Φ(a) sont indépendants de
x+. De même que dans le as de la partiule relativiste (voir sous-setion
3.1.2), H
.l.
peut être interprété omme l'Hamiltonien de deux partiules non
relativistes évoluant sous l'eet d'un potentiel dépendant du temps égal à
p+Φ(1)(X(π))−p+Φ(0)(X(π)) et liées par un potentiel élastique ∫ π
0
1
2
(∂σX
i)2.
L'énergie de liaison roît omme la longueur de la orde au arré, alors que
dans le as relativiste, ette énergie augmente de façon linéaire. Cette dif-
férene est ruiale, omme nous allons le onstater par la suite.
Le omportement à basse énergie des ordes ouvertes peut être modélisé
par le modèle simplié du diple élastique, qui orrespond à l'approximation
de orde rigide. Notre dénition du diple est plus large que elle du diple
habituel, puisque nous autorisons la harge totale à prendre n'importe quelle
valeur (autrement dit notre diple est un  vrai  diple seulement dans le
as où Φ(0)(x+, xi) = Φ(1)(x+, xi)). Notre diple est ainsi onstitué de deux
harges dont les positions respetives sont xiL(τ) et x
i
R(τ) et qui sont reliées
par une orde  rigide 
X i(τ, σ) =
1
π
[
σ xiR + (π − σ) xiL
]
(3.1.8)
L'énergie de ne de lumière de e diple est donnée par la relation suiv-
ante
−p+p− + 1
2
(p2L + p
2
R) + V (xL, xR) = 0 (3.1.9)
où V est l'énergie potentielle
V (xL, xR) =
1
2π
(xiL − xiR)2 + p+
[
Φ(1)(xR)− Φ(0)(xL)
]
(3.1.10)
Remarquons qu'une solution statique de e problème est une solution exate
des équations pour la orde puisque l'équation (3.1.8) satisfaira les équations
du mouvement (2.4.5) et les onditions aux bords suivantes
xiR − xiL + πp+ ∂iΦ(0)(xL) = 0 at σ = 0 (3.1.11a)
xiR − xiL + πp+ ∂iΦ(1)(xR) = 0 at σ = π (3.1.11b)
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Contrairement au as de la partiule traité i-dessus, le potentiel à deux orps
(3.1.10) n'est plus harmonique, mais satisfait la relation suivante
(∆L +∆R) V =
2
π
d⊥ (3.1.12)
où d⊥ = d − 1 est le nombre de dimensions transverses au ne de lumière.
Il est don possible que e potentiel admette des extrema stables au lieu de
présenter uniquement des points-ols.
Domaine de stabilité, gradient ritique et ordes marosopiques
Nous pouvons maintenant mettre en évidene une aratéristique impor-
tante de ette onguration de ordes ouvertes, l'existene d'un gradient
ritique et de ordes marosopiques. Pour ela, nous étudions la dynamique
de notre diple élastique sous l'eet de potentiels Φ(a) = 1
2
h
(a)
ij x
ixj où nous
supposons que h(0) et h(1) ommutent. Comme nous l'avons fait à la n de
la sous-setion 2.6.2, nous dénissons ea = p
+h(a). L'énergie potentielle dans
une diretion propre xi de e s'érit alors omme une forme quadratique
V i(xiL, x
i
R) =
1
2π
(
xiL x
i
R
)
Qi
(
xiL
xiR
)
, Qi =
(
1− πei0 −1
−1 1 + πei1
)
(3.1.13)
où eia est la valeur propre orrespondante.
Considérons tout d'abord une première diretion xi1 . Le mouvement est
stable dans ette diretion si le potentiel V i1 présente un minimum global,
'est-à-dire si les deux valeurs propres de Qi1 sont positives. C'est le as si le
déterminant de Qi1
πδ = π(e1 − e0)− π2e0e1 (3.1.14)
et la trae de Qi1
π∆ = π(e1 − e0) + 2 (3.1.15)
sont positifs. Nous avons omis l'exposant i1 et introduit les notations de la
sous-setion 2.6.2. Si δ > 0 et ∆ < 0, alors le potentiel présente un maximum
global et si δ < 0, quel que soit le signe de ∆, le potentiel présente un
point-ol. Le diagramme de stabilité est présenté sur la gure 3.1.
À e stade, nous pouvons faire les remarques suivantes.
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Fig. 3.1  Diagramme de phase pour le dipole élastique dans le plan (e0, e1).
La région de stabilité est grisée. Des ordes marosopiques sont produites sur la
séparatrie.
 Nous retrouvons les diérents as que nous avons distingués lors de la
quantiation de la orde ouverte ouplée à des ondes planes. L'origine
de l'instabilité est inématique, elle orrespond à une onguration de
hamps donnée, non à un instabilité de la onguration.
 Si la orde avait une tension nulle, le domaine de stabilité serait déni
par e1 > 0, e0 < 0, 'est-à-dire que haune des extrémités de la orde
serait plongée dans un puits életrostatique. L'énergie de liaison élas-
tique étend e domaine aux quadrants e0e1 > 0.
 Si l'on onsidère n diretions i1, . . . in simultanément, il n'est pas pos-
sible de hoisir les gradients eik0 , e
ik
1 tous dans le domaine de stabilité
et remplir en même temps la ondition d'harmoniité (2.6.13) sur les
potentiels Φ(a), qui se traduit par la ondition suivante sur les gradients∑n
k=1(e
ik
0 , e
ik
1 ) = (0, 0). Autrement dit, l'état fondamental de la orde a
une polarisabilité positive.
 Le hoix d'une onguration où h(0) et h(1) ne ommutent pas ne semble
pas améliorer le problème de stabilité [67℄.
Nous onsidérons à nouveau une seule diretion. La ourbe δ = 0 orre-
spond au as où l'une des deux valeurs propres de Q est nulle. Pour la partie
de ette ourbe qui forme la frontière du domaine de stabilité, le potentiel
présente une vallée dégénérée, qui orrespond à des ordes de taille arbitraire
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dans la diretion onsidérée
X = −(e0σ − 1)xL (3.1.16)
La longueur de la orde selon x est |πe0xL|. L'interprétation physique est la
suivante. Lorsque e0 est positif ou e1 est négatif, le potentiel életrostatique
déroît quadratiquement selon xL et/ou xR et l'énergie de liaison de la orde
non relativiste roît omme le arré de la longueur. Il existe don une valeur
ritique des gradients e0, e1 pour laquelle les deux fores életrostatique et
de tension s'annulent quelle que soit la taille de la orde. Les ordes peuvent
alors être marosopique. Si l'on modie les gradients de façon à franhir la
ligne de stabilité, le vide devient instable, des ordes d'éhelle quantique sont
étirées sur des distanes innies et déhargent le ondensateur qui génère
la onguration de hamp, e qui ramène les valeurs de gradients dans la
zone de stabilité. Ce phénomène est très similaire à la présene, en életro-
dynamique de Born-Infeld ou pour les ordes ouvertes hargées en présene
d'un hamp életrique [83, 84℄, d'une valeur ritique de e hamp, résultat
de la ompétition entre un potentiel életrique qui éarte les extrémités de
la orde et qui roît linéairement ave la longueur de elle-i et une énergie
de liaison qui roît aussi linéairement.
Stabilisation de la onguration, piège de Penning, piège de Paul
Nous allons résumer les résultats qui montrent que ette stabilisation est
bien possible, omme dans le as de la partiule. Nous ommençons ave
le piège de Penning. Par soui de simpliité, nous onsidérons la ongura-
tion suivante, ave des hamps d'onde plane dans deux diretions x et y et
stabilisée par un hamp magnétique B,
Φ(a) =
1
2
h(a)
(
x2 + y2 − 2
1 + b2
z2
)
, B = b dx ∧ dy (3.1.17)
En présene du hamp magnétique, la métrique eetive pour les ordes
ouvertes est modiée, e qui explique le fateur 1/(1 + b2).
Nous n'entrerons pas dans les détails de l'analyse (voir [67℄, annexe B).
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Pour la diretion z, le domaine de stabilité est déni par
(
1 + b2 + 2e0
) (
1 + b2 − 2e1
)− (1 + b2)2 > 0 (3.1.18a)(
1 + b2
)
+ e0 − e1 > 0 (3.1.18b)
Pour haune des diretions x et y, le domaine de stabilité δ > 0, ∆ > 0 est
élargi au domaine déni par
(
1 + b2 − e0
) (
1 + b2 + e1
)− 1 > 0, (3.1.19a)
e0 < 1 + b
2, (3.1.19b)
qui orrespond au quadrant supérieur gauhe de la ourbe dessinée en violet
sur la gure 3.2. Il est maintenant possible de trouver e0 et e1 vériant (3.1.18)
et (3.1.19) de sorte que le mouvement soit stable dans les trois diretions x,
y et z.
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Fig. 3.2  Diagramme de phase pour la orde ouverte dans un potentiel quadrupo-
laire dans le plan (e0, e1) ave un hamp magnétique de faible (à gauhe), moyenne
(au entre) et de forte (à droite) intensité. La limite du domaine de stabilité est
en violet, la ligne de prodution des ordes marosopiques, en rouge et la ligne de
dégénéresene aidentelle, en bleu.
Pour le piège de Paul, l'intensité des hamps életromagnétiques des ondes
planes est modulée par une fontion périodiqueH(t) de période 2π de la façon
suivante (nous avons hoisi la onguration la plus simple)
Φ(x+) =
1
2
[
h + fH
(
2π
T
x+
)]
(x2 − y2) (3.1.20)
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L'équation du mouvement pour une partiule s'érit, après reparamétrisation
de x+
X¨ + [ω2 + α2H(t)]X = 0 (3.1.21)
À nouveau, nous invitons le leteur à se référer à [67℄ et à l'artile original
[85℄ pour les détails de l'analyse. Le diagramme de stabilité, représenté sur
la gure 3.3, montre l'existene d'une région stable dans le domaine ω2 < 0.
Il est possible de hoisir l'amplitude f et la période T de la modulation pour
que (ω2, α2) et (−ω2,−α2) soient tous deux dans le domaine de stabilité et
ainsi d'obtenir un mouvement stable pour les deux diretions x et y.
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Fig. 3.3  À gauhe : diagramme de stabilité dans le plan (ω2, α2) pour un os-
illateur harmonique dont la fréquene est modulée par un signal retangulaire.
ω est proportionnel à h, α à f . La région stable est ombrée. Elle s'étend dans la
zone habituellement instable ω2 < 0. À droite : zoom sur la région où α2 ≪ 1, les
axes sont éhangées. Notons enn que des instabilités apparaissent lorsque ω est
demi-entier, dès que l'amplitude de modulation est innitésimale.
Le as qui nous intéresse est elui du diple élastique. L'équation du
mouvement s'érit, en supposant que la même modulation est appliquée aux
deux extrémités de la orde,
(
x¨L
x¨R
)
+
1
π
[(
1− πp+h(0) − 1
−1 1 + πp+h(1)
)
− p+fH
(
2π
T
x+
)(
1 0
0 1
)](
xL
xR
)
= 0
(3.1.22)
qui peut être réduite à l'équation (3.1.21) pour haune des diretions propres
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de la matrie
2 Q ave
ω2± =
(
T
2πp+
)2
1
π
(
1 +
e1 − e0
2
±
√
1 +
(e0 + e1)2
4
)
(3.1.23a)
α2 =
(
T
2πp+
)2
f (3.1.23b)
Les modes propres ω2± dans les diretions x et y ne sont plus opposés, mais
il est possible de hoisir la modulation f de façon à stabiliser le mouvement
dans les deux diretions, au moins pour une tension susamment faible.
3.1.4 Corde ouverte ouplée à des ondes planes à prol
linéaire : stabilisation
Les solutions de orde ouverte dans ette onguration et leur quanti-
ation ont été dérites dans les sous-setions 2.6.2 et 2.9.8.
L'analyse faite dans la sous-setion 3.1.3 s'applique aux modes zéro de la
orde ouverte et montre que le mouvement de elle-i dans des ondes planes
à prol linéaire est instable.
Nous pouvons également transposer les méanismes de piégeage qui ont
fait leur preuve pour des partiules pontuelles hargées. Nous ne traiterons
que le piège de Penning ar d'une part, il nous sut de trouver un seul dis-
positif de stabilisation et d'autre part, le piège de Paul introduit en quelque
sorte une dépendane en temps parasite. Nous onsidérons ainsi le piège de
Penning à trois dimensions qui a été exposé à la sous-setion 3.1.3. Nous sup-
posons par soui de simpliité que le hamp B et les gradients ea ommutent.
L'énergie des modes de la orde ouverte, déterminée par l'équation (2.6.32),
est donnée en présene du hamp magnétique par la relation de dispersion
suivante
tan(πω) =
ω(e1 − e0)
(1 + b2)ω2 ± b(e0 + e1)ω + e0e1 (3.1.24)
où les signes ± orrespondent aux polarisations irulaires gauhe et droite.
Ces polarisations sont éhangées si l'on hange ω en −ω, nous pouvons don
2
La matrie Q est la même que elle que nous avons dénie plus haut, elle n'inlut pas
la partie de modulation.
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nous onentrer sur le signe +. La ligne de prodution de ordes maro-
sopiques δ = e1− e0− e0e1 = 0 n'est pas modiée puisque le hamp magné-
tique b n'apparaît que dans des termes qui sont d'ordre supérieur en ω par
rapport aux termes qui déterminent ette ligne. Par ontre, lorsqu'on atteint
δ = 0, une seule raine devient nulle3 et hange de signe ave δ. On n'a
don pas d'instabilité assoiée à δ = 0, mais la réation de ordes statiques
marosopiques omme expliqué i-dessus.
L'instabilité apparaît pour un hamp magnétique ritique
b2

=
4(e0 − 1)(3− 3e0 + e20)
3e20(e0 − 2)2
δ , δ ≪ 1 (3.1.25)
Malheureusement, il semble impossible de trouver l'expression de la ligne ri-
tique pour un δ arbitraire. Néanmoins, le domaine de stabilité est élargi : il
est maintenant possible de xer les valeurs de gradients et du hamp magné-
tiques pour stabiliser le mouvement dans toutes les diretions, omme pour
le diple élastique.
3.1.5 Corde ouverte ouplée à des ondes planes à prol
linéaire : dépendane en temps
Nous onsidérons maintenant le as d'ondes planes à prol linéaire dépen-
dantes du temps. Notons qu'à ause de la symétrie par translation selon x−,
il n'y a pas de produtions de ordes. Seuls les états ave p+ = 0 ontribuent
à l'énergie du vide (ou l'amplitude du vide, pour reprendre les termes utilisés
au hapitre préédent) et es états ne sont pas sensibles aux ondes planes.
Par ontre, une orde, de manière générale, sera exitée en se propageant
dans le hamp életromagnétique. On parlera don de prodution de modes.
Prodution de mode, transformation de Bogolioubov
Nous onsidérons des hamps d'onde plane à support ompat le long de
x+. Lorsque x+ → ±∞, la orde ouverte est libre, les oordonnées Xµ(τ, σ)
admettent un développement en modes  libres  (2.5.8). Pour distinguer
l'état initial à x+ → −∞ de l'état nal à x+ → ∞, nous utiliserons les
3
Cei peut être vu en développant la relation de dispersion 3.1.24 pour ω petit.
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notations de (2.5.8) x0, p0 et an pour les modes initaux et nous noterons
respetivement y0, q0 et bn les modes naux. Comme la perturbation est
linéaire, les modes naux dépendent linéairement des modes initiaux. Cette
relation de dépendane linéaire est représentée par la matrie de Bogolioubov


y0
q0
bm

 =


α β An
γ δ Bn
A˜m B˜m Bmn




x0
p0
an

 (3.1.26)
Pour trouver une expression expliite des oeients, il nous a fallu proéder
à des approximations. Nous invitons le leteur à se réferer à [67℄ pour les
approximations adiabatique et brutale, ette dernière étant pertinente pour
traiter le as du piège de Paul.
Nous exposons les résultats de l'approximation de Born, dans laquelle le
hamp des ondes planes est traité omme une perturbation autour du as de
la orde ouverte libre. Cette approximation est pertinente pour les états très
exités de la orde. Nous faisons ainsi l'hypothèse que les gradients h(a) sont
du même ordre ǫ. La déomposition des parties droite et gauhe des modes
exités, f et g s'érit
(
f
g
)
=
i
n
an
(
1
1
)
e−inτ +
(
δf
δg
)
(3.1.27)
où δf et δg sont d'ordre ǫ. Les équations du mouvement peuvent être ré-
solues
4
, e qui permet d'extraire les oeients Bmn, An et Bn. On omplète
le alul des oeients en onsidérant le développement au premier ordre
4
Un alul très similaire a été fait dans l'artile [64℄.
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en ǫ des parties droite et gauhe des modes zéro x0 + p0τ . Nous obtenons
α = 1− 1
π
∫ ∞
−∞
(
τ(e0 − (Te1))(p+τ)− π(Te1)(p+τ)
)
dτ , (3.1.28a)
β = −1
π
∫ ∞
−∞
(
τ 2(e0 − (Te1))(p+τ)− π(π + 2τ)(Te1)(p+τ)
)
dτ ,
(3.1.28b)
γ =
1
π
∫ ∞
−∞
(e0 − (Te1))(p+τ)dτ , (3.1.28)
δ = 1 +
1
π
∫ ∞
−∞
(
τ(e0 − (Te1))(p+τ)− π(Te1)(p+τ)
)
dτ , (3.1.28d)
A˜m =
1
2π
∫ ∞
−∞
(e0 − (Te1))(p+τ)eimτdτ , (3.1.28e)
B˜m =
1
2π
∫ ∞
−∞
(
τ(e0 − (Te1))(p+τ)− π(Te1)(p+τ)
)
eimτdτ , (3.1.28f)
An = − 2i
nπ
∫ ∞
−∞
(
τ(e0 − (Te1))(p+τ)− π(Te1)(p+τ)
)
e−inτdτ , (3.1.28g)
Bn =
2i
nπ2
∫ ∞
−∞
(e0 − (Te1))(p+τ)e−inτdτ , (3.1.28h)
Bmn = δmn +
i
πn
∫ ∞
−∞
(e0 − (Te1))(p+τ)e−i(n−m)τdτ , (3.1.28i)
où par exemple (e0 − (Te1))(p+τ) doit être ompris omme la fontion e0 −
(Te1) prise en p
+τ . T est l'opérateur de déalage : (Te1)(τ) = e1(τ + π).
Il est ependant un phénomène dont la transformation de Bogolioubov
ne rend pas ompte. Il s'agit de la ontre-réation de la orde sur le hamp
életromagnétique, qui est l'analogue de la ontre-réation qu'on attend d'une
orde dans une géométrie dépendente du temps. En eet, le mode xi0 de la
orde est onstruit omme la somme des modes onstants f0 et g0 des parties
droite et gauhe. La diérene f i0 − gi0 n'a dans le as habituel de la orde
libre, auune signiation physique. Il peut être en eet interprété
5
omme
un potentiel de jauge U(1) onstant A = (f i0 − gi0)dxi et e degré de liberté
superu est éliminé en xant la jauge.
Par ontre, dans une onguration dépendante du temps, la variation de
f0−g0 entre l'état initial et l'état nal possède une signiation invariante de
5
Il est aussi possible de le voir omme la position de la D-brane T-duale le long de la
diretion x et de parvenir à la même onlusion.
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jauge : 'est la variation du potentiel du hamp de l'onde plane entre es deux
états
6 Ai(+∞)−Ai(−∞) =
∫ +∞
−∞ F+idx
+
. Ce hangement dans la ongura-
tion életromagnétique induit par la propagation des ordes onstitue ainsi
un as d'éole de ontre-réation qu'il serait intéressant de transposer au as
d'une géométrie dépendente du temps et asymptotiquement plate. Dans le
adre de l'approximation de Born, ette ontre-réation peut être préisée,
en alulant séparément la variation de f0 et de g0. On trouve le résultat
suivant (X est la solution de orde ouverte libre)
δf0 − δg0 = −
∫ ∞
−∞
e0(p
+τ)X(σ = 0, τ)dτ (3.1.29)
qui représente, omme on vient de l'expliquer, une variation de Fi+.
3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost
Comme nous l'avons expliqué auparavant, l'orbifold de boost présente une
singularité de type Big Crunh - Big Bang
7
et ore la possibilité d'utiliser
le formalisme perturbatif de première quantiation. On s'attend ainsi à e
que le alul des observables physiques telles que les amplitudes nous don-
nent des informations sur la nature et l'évolution de la singularité. Toutefois
es attentes doivent être tempérées par la nature de la singularité présente
dans l'orbifold de boost. Par onstrution, il ne s'agit que d'une singularité
topologique et ne peut onstituer qu'un as d'éole
8
. En outre, nous verrons
qu'il est assez diile d'extraire des informations physiques des résultats que
nous avons obtenus. Ceux-i doivent être vus omme une première étape vers
un véritable traitement perturbatif de la singularité de type osmologique.
Nous reviendrons sur e point au hapitre 4.
Nous allons d'abord détailler la géométrie d'orbifold de boost, préiser
les aratéristiques du mouvement des partiules libres dans ette géométrie
et en tirer les onséquenes pour les modes zéro de la orde, puis, après
6
ou enore le déplaement de la D-brane T-duale
7
de manière équivalente, nommée singularité osmologique ou singularité de genre es-
pae.
8
Nous utilisons ette tradution de  toy model  au lieu de la tradution littérale
 modèle jouet .
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avoir rapidement exposé les phénomènes de prodution de partiules, nous
exposerons le alul perturbatif de la ontre-réation et des amplitudes per-
tinentes.
Préisons que les sous-setions 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 exposent les résultats
de [20℄, qui ont été résumés dans [68℄ mais qui ne rentrent pas diretement
dans le adre de ette thèse, alors que les sous-setions 3.2.4, 3.2.5 et 3.2.6
présentent les résultats de [26℄.
3.2.1 Géométrie de l'orbifold de boost
L'orbifold de boost est plus onnu sous le nom d'espae de Misner et a
été introduit en tant que modèle loal de singularité [86℄ dans les espaes-
temps Taub-NUT [87℄. Comme nous l'avons vu dans la sous-setion 2.6.1,
l'espae de Misner peut être obtenu par quotient de l'espae de Minkowski
R
1,1
par une transformation de boost de rapidité 2πβ : x± ∼ e±2πβx±. Il
est don loalement plat et la ourbure est loalisée sur le ne de lumière
x+x− = 0, qui est xe sous la transformation de boost. L'espae de Misner
peut être représenté omme quatre ne (de signature lorentzienne) réunis
à leur sommet et qui orrespondent aux quatre quadrants de l'espae de
reouvrement R
1,1
. On distingue ainsi deux régions de Milne, dénies par
x+x− > 0 et deux régions de Rindler, dénies par x+x− < 0. En eet, si l'on
dénit d'une part les oordonnées t et θ pour les régions de Milne et d'autre
part les oordonnées r et η pour les régions de Rindler
x± =
1√
2
te±βθ (3.2.1)
x± = ± 1√
2
re±βη , (3.2.2)
on obtient les métriques suivantes (ds2 = −2dx+dx−)
ds2
Milne
= −dt2 + β2t2dθ2 (3.2.3)
ds2
Rindler
= dr2 − β2r2dη2 . (3.2.4)
à ause de l'identiation sous le boost, les oordonnées θ et η paramètrent
des diretions ompates de période 2π.
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Ainsi, la région dénie par x+ < 0 et x− < 0, notée (P), dérit une os-
mologie en ontration. Plus préisément, il s'agit d'un erle θ ∈ [0, 2π] de
rayon |βt| qui se ontrate don linéairement. De même, la région dénie par
x+ > 0 et x− > 0, notée (F), dérit une osmologie en expansion. Le rayon
du erle augmente linéairement. Les régions dénies par x+ < 0 et x− > 0
d'une part et x+ > 0 et x− < 0 d'autre part, respetivement notées (L) et
(R), sont des géométries indépendantes du temps ave un temps η ompat
(de rayon 2π également). Ces régions de Rindler ontiennent des ourbes fer-
mées de genre temps qui sont habituellement onsidérées omme un défaut
inurable de la géométrie onsidérée, ou éliminées par ontre-réation grav-
itationnelle
9
. Cependant, le formalisme perturbatif est bien déni et nous
ferons l'hypothèse que la prodution de partiules due à la dépendane en
temps modie la géométrie de manière adéquate.
3.2.2 Partiules et ordes non twistées dans l'orbifold
de boost
Comme nous l'avons expliqué dans la sous-setion 2.6.1, dans un orbifold
il faut distinguer les états twistés des états non-twistés. Ces derniers se om-
portent de façon similaire à des partiules pontuelles. En eet, les modes
zéros de la orde fermée dérivent la trajetoire d'une partiule pontuelle,
qui dans l'espae de reouvrement est une ligne droite
X±
zéro
= x± + p±τ (3.2.5)
Nous dénissons une masse de ne de lumière m2
.l.
= 2p+p−, qui inlut les
impulsions transverses et les modes exités de la orde. Le moment inétique
dans la diretion ompate est appelé moment inétique de boost j = x+p−+
p+x− et est ontraint après quantiation à être un multiple de 1/β. Une
partiule massive ave une énergie positive (p+ > 0, p− > 0) arrive de l'inni
passé (dans la région (P)) à τ = −∞ et atteint l'inni futur (dans la région
(F)) à τ = +∞ après s'être aventuré dans les régions de Rindler pendant un
temps propre ni. Lorsque la partiule, dans la région (P), s'approhe du ne
de lumière, sa vitesse angulaire dθ/dt ∼ 1/t le long de la diretion ompate
9
C'est la onjeture de protetion hronologique défendue par S. Hawking [88℄.
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roît jusqu'à l'inni. On s'attend alors à e qu'un abondant rayonnement
gravitationnel soit émis et puisse induire une ontre-réation importante qui
mènerait à la réation d'un large trou noir
10
[22℄. Un observateur dans l'une
des régions de Rindler à un instant η xé verrait un nombre inni de opies de
la partiule émerger et replonger dans la singularité de manière périodique. j
dérit alors l'énergie de Rindler de haune de es partiules, qui se propagent
jusqu'à une distane radiale nie r = |j|/m
.l.
.
Au niveau quantique, le mouvement du entre de masse d'une orde non
twistée sans spin, qui orrespond aux modes zéro, est dérit par une fontion
d'onde solution de l'équation de Klein-Gordon dans la géométrie de Mis-
ner. Après avoir diagonalisé le moment inétique de boost (la valeur propre
est noté également j), le mouvement radial est gouverné par l'équation de
Shrödinger suivante
−∂2x −m2e2x − j2 = 0 t = ±
√
2x+x− = ex (3.2.6a)
−∂2y +m2e2y − j2 = 0 r = ±
√−2x+x− = ey (3.2.6b)
Nous onstatons e que nous avons évoqué à la sous-setion 2.6.1 : la dif-
férene entre les ordes fermées libres et ordes fermées non twistées se situe
non pas au niveau du développement en modes qui est identique (2.5.8) (de
même que les relations de ommutation), mais au niveau semi-lassique.
La partiule est rééhie dans les régions de Rindler par un mur type
Liouville, exponentiellement roissant, tandis qu'elle est aélérée dans un
puits type Liouville dans les régions de Misner. Remarquons que dans les
deux as, l'origine de l'orbifold de boost est située à distane innie dans les
système de oordonnées anoniquement normalisées, x dans les régions de
Milne, respetivement y dans les régions de Rindler. Il est toutefois possible
de dénir des fontions d'ondes entrantes (états in) et sortantes (états out)
dans haque région et de les étendre par ontinuation analytique à travers
les horizons à x+x− = 0 pour dénir des fontions d'ondes globales.
D'autre part, nous pouvons dénir des fontions d'onde sur tout l'espae
de Misner en superposant les images des fontions d'onde dans l'espae plat.
10
Là aussi, nous faisons l'hypothèse que la prodution de partiules est susamment
importante pour modier la géométrie avant que ela n'arrive.
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Comme nous l'avons vu à la sous-setion 2.11.2, la fontion d'onde s'érit :
fj,m2,s(x
+, x−) =
∫ +∞
−∞
dv exp
(−ik+X−e−v − ik−X+ev − ivj − vs) .
(3.2.7)
Elle est aratérisée par la masse m, la valeur du moment inétique de boost
j et nous onsidérons que le spin SO(1,1) dans R1,1, noté s, peut ne pas
être nul
11
. Cette expression dénit bien des fontions d'ondes globales dans
toutes les régions, à ondition de déformer le ontour d'intégration sur v
(−∞,+∞)→ (−∞+ iǫ,+∞− iǫ).
Remarquons en partiulier qu'il n'existe pas de prodution de partiule
entre le vide entrant (adiabatique) à t = −∞ et le vide sortant (adiabatique)
à t = +∞, alors qu'il y en a une entre le vide entrant (adiabatique) à t = −∞
et le vide sortant (onforme) à t = 0−. Ce dernier résultat déoule de l'eet
d'aélération/déélération innie dθ/dt ∼ 1/t près de la singularité.
3.2.3 Cordes twistées dans l'orbifold de boost
Les ordes twistées ne se omportent pas omme des partiules pontuelles,
mais l'étude des modes zéro nous permettra, de la même façon qu'à la sous-
setion préédente, de omprendre le omportement semi-lassique de es
états de ordes. Avant ela, nous pouvons déjà dire, en lisant la ondition de
périodiité (2.6.7) pour w 6= 0, que dans les régions de Milne, les états twistés
orrespondent à des ordes qui s'enroulent w fois autour de la diretion om-
pate de genre espae paramétrée par θ, alors que dans la région de Rindler
ils orrespondent à des ordes qui s'enroulent autour de la diretion ompate
de genre temps paramétrée par η. Si nous aeptons l'existene des boules
temporelles, une orde enroulée autour d'une diretion temporelle ne pose
pas de problème, il s'agit juste d'une superposition de w ordes statiques ou
temporellement périodiques et ouvrant des distanes radiales innies (pour
une feuille d'univers ave une topologie de ylindre).
Nous nous restreignons ainsi à la partie de la solution (2.6.8) omportant
11
De manière équivalente, nous pouvons permettre que j prenne des valeurs omplexes.
135
3 Eets physiques produits par les ongurations dépendantes du temps
seulement les modes zéro
12
X±0 (τ, σ) =
1
ν
e∓νσ
[±α±0 e±ντ ∓ α˜±0 e∓ντ ] . (3.2.8)
Nous invitons le leteur à se reporter à la sous-setion 2.9.7 pour les détails
de la quantiation et les onditions de Virasoro. En se restreignant par soui
de simpliité à j = 0, on peut xer le module des osillateurs α± et α˜± à
µ/
√
2. On distingue alors qualitativement deux types de ordes twistées
 Pour α+α˜− > 0, on obtient des ongurations de orde ourte,
X±0 (τ, σ) =
µ
√
2
ν
sinh(ντ) e∓νσ (3.2.9)
Ces ordes s'enroulent autour des erles de genre espae dans les
régions de Milne et se propagent de l'inni passé à l'inni futur (si
α+ > 0). Lorsque j 6= 0, elles s'étendent dans les régions de Rindler
jusqu'à une distane radiale nie r2− = (M − M¯)2/(4ν2), après que la
feuille d'univers ait hangé de signature.
 Pour α+α˜− < 0, on obtient des ongurations de orde longue,
X±0 (σ, τ) = ±
µ
√
2
ν
cosh(ντ) e∓νσ (3.2.10)
Ces ordes se propagent seulement dans les régions de Rindler et s'en-
roulent autour du erle de genre temps. Elles orrespondent à des
ongurations statiques qui s'étendent de l'inni spatial dans (L) ou
(R) jusqu'à une distane nie r2+ = (M + M˜)
2/(4ν2) et se replient à
nouveau vers l'inni spatial. La gure 3.4 montrent les ongurations
de orde ourte et longue
Contrairement aux orbifolds eulidiens, les ordes twistées ne sont pas loal-
isées près de la singularité.
Dans la sous-setion 2.9.7, nous avons érit les équations semi-lassiques
(2.9.42a) et (2.9.42b) orrespondant aux modes zéro sans en préiser le sens
physique. L'analogie très prohe ave la orde ouverte dans un hamp éle-
trique suggère d'adapter l'étude de la partiule hargée dans un hamp éle-
trique au problème de la orde (ouverte ou fermée). C'est de ette façon
12
Dans e qui suit, nous omettrons l'indie 0 assoié à es modes.
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Fig. 3.4  Les feuilles d'univers des ordes fermées (à droite) dans l'espae de
Misner sont obtenues à partir des trajetoires des partiules hargées dans l'espae
plat en présene d'un hamp életrique onstant (nous en avons souligné l'analo-
gie formelle à la sous-setion 2.9.7). Les ordes ourtes (en vert), respetivement
longues (en bleu), orrespondent aux partiules hargées qui franhissent, respe-
tivement ne franhissent pas, l'horizon.
qu'émerge l'image d'osillateur harmonique inversé : la trajetoire de la par-
tiule hargée sous l'eet du hamp életrique peut être ramenée à un mouve-
ment unidimensionel ave un potentiel inversé (harmonique pour un hamp
életrique uniforme et onstant). Ainsi le spetre des états est un ontin-
uum d'états de diusion qui orrespondent à des életrons et des positrons
rééhis par le hamp életrique et dont le mélange par eet tunnel n'est
autre que la prodution de paires dans le vide. Pour adapter ette image aux
ordes twistées, il faut ependant projeter le spetre sur les états invariants
sous le boost. Pour ela, il est utile de onsidérer le problème d'une partiule
hargée vue par un observateur aéléré dans l'espae de Minkowski, 'est-à-
dire un observateur statique dans l'espae de Rindler, ar dans et espae, j
est diagonalisé et la projetion est alors plus faile à réaliser.
Les partiules hargées dans l'espae de Rindler ont été étudiées dans [73℄
et les résultats, appliqués au as de la orde fermée dans [20℄. Les trajetoires
lassiques sont des hyperboles dans l'espae de Minkowski, dérites en termes
des oordonnées de Rindler (y = er, η). Pour j xé, le potentiel gouvernant
le mouvement radial s'érit
V (y) =
M2M¯2
ν2
−
(
M2 + M¯2
2ν
− ν
2
r2
)2
(3.2.11)
en terme des paramètres de orde fermée. Contrairement au as de la parti-
ule neutre où nous avions un mur type Liouville (voir (3.2.6b)), le potentiel
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n'est pas borné inférieurement quand r →∞. Pour j < M2/(2ν), ondition
qui peut être vériée par les états twistés non tahyoniques de la orde fer-
mée, les régions asymptotiques r = 0 et r =∞ sont séparées par une barrière
de potentiel (voir gure 3.5. Les partiules à droite (r → ∞) de la barrière
orrespondent à des életrons venant de ou retournant vers l'inni spatial de
Rindler, alors que pour j > 0 (respetivement pour j < 0), les partiules à
gauhe (r → 0) de la barrière orrespondent à des positrons (respetivement
des életrons) émis ou absorbé par l'horizon de Rindler. L'eet tunnel dérit
ainsi à la fois la prodution de paires dans le hamp életrique (j > 0) et
l'émission Hawking de partiules hargées par l'horizon (j < 0).
Quant-au mouvement des partiules hargées dans les régions de Milne,
il est gouverné, à j xé, par le potentiel suivant
V (t) =
M2M¯2
ν2
−
(
M2 + M¯2
2ν
+
ν
2
t2
)2
(3.2.12)
à omparer à elui orrespondant aux partiules neutres (états non twistés)
(3.2.6a). Le potentiel est maximal et négatif à t = 0, qui est à une distane
innie dans la oordonnée x. Le mouvement lassique ouvre ainsi tout l'axe
temporel t ∈ R.
Au niveau quantique, l'équation de Klein-Gordon dans les régions de
Rindler est équivalente à une équation de Shrödinger dans le potentiel
(3.2.11) pour une énergie nulle. Les solutions peuvent être exprimées en terme
de fontions de Whittaker M et W . Les modes in et out peuvent être dénis
dans haque quadrant et prolongés analytiquement à travers les horizons. Par
exemple, dans la région (R) de Rindler, les modes entrants à l'inni spatial
r =∞ sont représentés par
Vjin,R = e−ijηr−1M−i( j
2
−M2
2ν
),− ij
2
(iνr2/2) (3.2.13)
alors que les modes entrants à l'horizon de Rindler r = 0 sont représentés
par
U jin,R = e−ijηr−1Wi( j
2
−M2
2ν
), ij
2
(−iνr2/2) (3.2.14)
Les modes sortants peuvent être obtenus simplement par onjugaison de
harge
U jout,R(r, η) = [Vjin,R(r,−η)]∗ , Vjout,R(r, η) = [U jin,R(r,−η)]∗ (3.2.15)
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Les vides in et out sont reliés par des transformation de Bogolioubov non
triviales. Il y a don une prodution de paires, dont les taux dans les régions
respetivement de Rindler et de Milne sont
Q
R.
= e−πM
2/2ν | sinh πj|
cosh
[
πM˜2/2ν
] , Q
M.
= e−πM
2/2ν
cosh
[
πM˜2/2ν
]
| sinh πj| ,
(3.2.16)
j>1/2
y
V
e-e-
-j^2
0<j<1/2
y
V
e-e-
j<0
y
V
e-e+
Fig. 3.5 À gauhe : trajetoires lassiques d'une partiule hargée
dans l'espae de Misner (Rindler). j désigne l'énergie de Rindler ou
l'impulsion de Milne et est mesurée en unités de M2/ν. À droite : le
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potentiel gouvernant le mouvement radial dans la région de Rindler
droite (R), en fontion de la oordonnée standard y = er.
Revenons aux ordes twistées. La fontion d'onde des modes zéro α±0 , α˜
±
0
est solution de la même équation de Klein-Gordon que la partiule hargée,
bien que seule la dépendane en r soit pertinente. L'interprétation des so-
lutions est par ontre diérent : au mouvement d'une partiule à droite de
la barrière de potentiel dans la région (R) de Rindler orrespond une orde
longue étirée de l'inni spatial de (R) à une distane radiale nie r+ et repliée
sur elle-même vers l'inni. De même, au mouvement d'une partiule à gauhe
de la barrière orrespond une orde ourte étirée de la singularité à une dis-
tane radiale r−. Par eet tunnel, on passe d'un type d'états à l'autre par
une évolution en distane radiale imaginaire r, évolution qui peut être vue
semi-lassiquement omme une bande eulidienne étirée entre r− et r+. Les
fontions d'onde dans les régions de Milne représentent simplement des ordes
ourtes entrantes ou sortantes à l'inni passé, futur ou près de la singularité.
Le alul de la prodution de paires de ordes néessite en prinipe de
pouvoir dénir des vides de seonde quantiation, 'est-à-dire hoisir une
base d'états d'énergie positive et d'états d'énergie négative. Pour les ordes
ourtes dans les régions de Milne, il est possible de poser une dénition laire,
mais pour les ordes longues, ela est plus déliat, étant donné qu'elles ont
une énergie de Rindler innie et que ette dénition dépend des onditions
au bord à l'inni r = ∞. Cependant, omme une fontion d'onde globale
dans l'espae de Misner peut être érite omme un état appartenant au pro-
duit tensoriel des espaes des états des régions (L) et (R) de Rindler, es
régions sont suseptibles de fournir la formulation la plus naturelle. Ainsi, la
dynamique de l'espae osmologique entier serait dérit omme l'état d'une
géométrie indépendante du temps, à ei près qu'elle omporte des boules
temporelles. Quoi qu'il en soit, il n'est pas néessaire de omprendre en dé-
tail la dénition rigoureuse de la seonde quantiation des modes zéro des
ordes twistés pour relier les omposantes entrantes et sortantes des fontions
d'onde et aluler la prodution de paires pour des onditions au bord xées
à l'inni spatial de Rindler. En partiulier, remarquons que le taux de pro-
dution Q
M.
dans les régions de Milne est inni lorsque le moment inétique
de boost j est nul. Cei apparaît omme une onséquene de la singularité.
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Remarquons nalement que es résultats peuvent être obtenus en al-
ulant la partie imaginaire de l'amplitude du vide à une boule. Nous ne
détaillerons pas ette approhe qui sort du adre de e mémoire.
3.2.4 Amplitudes à trois ordes
Après avoir étudié les phénomènes physiques assoiés aux modes zéro de
la orde, nous utilisons le formalisme perturbatif pour aluler quelques am-
plitudes. Nous ommençons par préiser e que nous entendons par amplitude
à trois ordes. Sauf si nous préisons le ontraire, un état est impliitement
le premier état du seteur, 'est-à-dire un état dont le nombre d'oupation
des osillateurs αn, α˜n, n > 0 de la orde est nul. Dans la théorie de la orde
bosonique, il s'agit de l'état tahyonique, 'est pourquoi nous utiliserons abu-
sivement la même dénomination pour les états twistés (dont l'énergie n'est
pas forément négative). Nous appellerons amplitude à trois ordes les am-
plitudes omportant deux états twistés tahyoniques et un état non twisté,
notées 〈1| 0 |3〉 si l'état non twisté est tahyonique et 〈1| T µν |3〉 si l'état non
twisté est le premier état exité (orrespondant au dilaton, à la métrique et
au hamp antisymmétrique B). Les états 1 et 3 sont twistés et l'état non
twisté est désigné par 2 (on notera par exemple k2 l'impulsion entrante de
la orde non twistée orrespondante). Nous ne détaillerons pas le as des
amplitudes à trois états twistés, obtenues par ontinuation analytique des
amplitudes obtenues dans une géométrie d'onde plane de Nappi-Witten et
alulées dans le formalisme d'un modèle WZW [44℄. L'analogie formelle en-
tre l'espae de Misner et ette géométrie, ainsi que les expressions des ampli-
tudes, sont données dans [26, 68℄. Nous n'entrerons pas plus dans les détails
pour e alul, ar il sort du adre du travail eetué au ours de la thèse.
Nous ne parlerons pas non plus des amplitudes à trois états non twistés, qui
ne dièrent de l'amplitude à trois ordes libres dans l'espae plat que par un
fateur δ−j1+j2+j3,0 imposant la onservation du moment inétique de boost.
Rappelons que l'ordre normal d'un opérateur de vertex non twisté dans
une amplitude où les deux autres états sont twistés produit un fateur t =
exp(−k+2 k−2 ∆) ave ∆(ν) = ψ(1 + iν) + ψ(1 − iν) − 2ψ(1). Nous avons ex-
posé les données qui permettent d'en donner une interprétation physique.
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Comme e fateur dépend de w = −ν/β, il ne peut pas être éliminé par une
redénition des hamps, twistés ou non. Il s'agit plutt du fateur de forme
aquis par les états non twistés en présene d'une orde twistée, à ause des
utuations quantiques de l'état de plus basse énergie de ette dernière.
En eet la orde twistée polarise les états non twistés, qui forment alors
un nuage de taille moyenne
√
∆(ν). Le omportement à grand twist de ∆(ν)
est logarithmique
∆(ν) ≈ 2 log ν − 23
20
+O(ν−2) (3.2.17)
e qui peut être onsidérée omme la version T-duale de la roissane de
Regge. Ce fateur évoque également un produit non ommutatif, omme ela
peut être vu plus lairement sur l'expression de l'amplitude à trois ordes.
L'amplitudeA0 entre deux états twistés et un état non twisté tahyonique
s'érit alors, ave les onventions données à la sous-setion 2.12.3
A0 = e−k+2 k−2 ∆〈1|eX0(1)eX<0(1)eX>0(1)|3〉 (3.2.18)
où, omme dans la sous-setion 2.11.2, nous avons sous-entendu ik2 et l'ex-
pression omplète de l'opérateur de vertex pour l'état non twisté (2.11.14).
L'amplitude se déompose ainsi en une valeur moyenne d'une expression
ne omportant que des modes exités de la orde non twistée et en une
valeur moyenne d'une expression ne omportant que des modes zéro. La
valeur moyenne pour les modes exités est triviale : elle vaut 1. Pour érire la
valeur moyenne pour les modes zéros, que nous noterons égalementA0, il faut
hoisir une représentation pour es modes. Si l'on hoisit la représentation
dans l'espae réel ou représentation x pour faire ourt, les opérateurs α± et
α˜± se mettent sous la forme donnée par (2.9.37). On obtient alors, en notant
que X0(1) s'érit −ik+2 x− − ik−2 x+,
A0(k+2 , k−2 ) = δ−j1+j2+j3,0 δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
e−k
+
2
k−
2
∆(ν)
∫
dx+dx−f ∗1 (x
+, x−)e−ik
+
2
x−−ik−
2
x+f3(x
+, x−) (3.2.19)
dans l'espae des impulsions ou enore
A0(x+2 , x−2 ) = δ−j1+j2+j3,0 δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
e∆(ν)∂+∂−f ∗1 (x
+
2 , x
−
2 )f3(x
+
2 , x
−
2 )
(3.2.20)
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ave ∂± = ∂∂x±
2
et où δ−j1+j2+j3,0 provient de l'intégrale sur v2, le paramètre en-
trant dans la dénition de l'opérateur de vertex intégré. Le fateur e∆(ν)∂+∂−f ∗1 f3
peut être onsidéré omme un produit non ommutatif et onstituerait ainsi
le pendant de la non-ommutativité de x+ et x− pour une orde ouverte dans
un hamp életrique (2.9.30b).
Les fontions f1,3 doivent être remplaées par les fontions d'ondes pour
les états twistés. On peut a priori étendre l'expession (3.2.19) ou (3.2.20)
pour des fontions d'onde d'états hors ouhe de masse, bien que la per-
tinene physique du résultat ne soit pas garantie. Par la suite, le fateur
δ−j1+j2+j3,0δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
sera parfois sous-entendu.
Pour obtenir plus failement un résultat expliite pour es amplitudes
à trois ordes, il est plus pratique d'utiliser une autre représentation des
modes zéro : la représentation de mode ou représentation α, α˜. Pour ela,
nous diagonalisons la moitié des modes zéro (et nous onfondons opérateur et
valeur propre). Les fontions d'onde entrantes sont des fontions fin(α
+, α˜−)
de α+ ∈ Rε et de α˜− ∈ Rε¯. Les états ourts orrespondent à εε¯ = +1 tandis
que les états longs, à εε¯ = −1. Les opérateurs α− et α˜+ agissent sur fin de
la façon suivante
α− = iν∂α+ , α˜
+ = iν∂α˜− (3.2.21)
De même les fontions d'onde sortantes sont des fontions de α− et de α˜+
fout(α
−, α˜+). Les opérateurs α+ et α˜− agissent sur fout de la façon suivante
α+ = −iν∂α− , α˜− = −iν∂α˜+ (3.2.22)
Les fontions d'onde sur la ouhe de masse s'érivent
fin(α
+, α˜−) = Nin
(
ε α+
)M2
2iν
− 1
2
(
ε¯ α˜−
) M¯2
2iν
− 1
2
(3.2.23a)
fout(α
−, α˜+) = Nout
(
ε α−
)−M2
2iν
− 1
2
(
ε¯ α˜+
)− M¯2
2iν
− 1
2
(3.2.23b)
Nous avons volontairement omis de distinguer ε et ε¯ entre les états entrants
et sortants ar nous alulerons des amplitudes où ils sont identiques pour
les deux états, par soui de simpliité. à partir du produit salaire dans la
représentation x
〈f1|f2〉 =
∫
dx+dx− f ∗1 (x
+, x−) f2(x+, x−) (3.2.24)
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on détermine le produit salaire entre les états in et out dans la représentation
α, α˜
out〈f1|f2〉in =
∫
dα˜+dα−dα+dα˜−f ∗1 (α˜
+, α−) e
i
ν (α
+α−+α˜+α˜−)f2(α
+, α˜−)
(3.2.25)
Pour les expressions des normalisationsNin et Nout, nous invitons le leteur à
se reporter à [26℄. La partie de modes zéro de l'amplitude (3.2.18) peut s'érire
omme le produit des valeurs moyennes pour la partie de mode gauhe et elle
de mode droit
A00 = e
k+
2
k−
2
iν out〈M1|e+ iν k+2 α−e− iν k−2 α+ |M3〉in out〈M¯1|e+ iν k−2 α˜+e− iν k+2 α˜− |M¯3〉in
(3.2.26)
ave un fateur supplémentaire (le premier) qui provient de l'utilisation de
la formule de Baker-Campbell-Hausdor. Dans ette expression nous avons
antiipé le fait que les fontions d'onde sur la ouhe de masse f out1 , respe-
tivement f in3 , s'érivent omme le produit d'une fontion de α
−
aratérisée
par M1, respetivement de α
+
aratérisée par M3, et d'une fontion de α˜
+
aratérisée par M¯1, respetivement de α˜
−
aratérisée par M¯3, omme on
peut le onstater sur les expressions (3.2.23a) et (3.2.23b). Il faut nalement
aluler les intégrales suivantes
A00 = e
k+
2
k−
2
iν
∫
dα+dα−
(
α−
)M1
2iν
− 1
2 e
i
ν (α+α−−k−2 α++k+2 α−)
(
α+
)M3
2iν
− 1
2
∫
dα˜−dα˜+
(
α˜+
) M¯1
2iν
− 1
2 e
i
ν (α˜
+α˜−+k−
2
α˜+−k+
2
α˜−) (α˜−) M¯32iν − 12 (3.2.27)
En intégrant d'abord sur α+ et α˜− par exemple, on obtient deux intégrales
de la forme ∫ ∞
0
dt ta−1(1 + t)b−a−1e−zt = Γ(a)U(a, b; z) (3.2.28)
où U est la fontion hypergéométrique onuente de Triomi (voir l'annexe
A). On obtient alors pour l'amplitude A0 le résultat suivant
A0 = δ−j1+j2+j3,0 δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
e−k
+
2
k−
2
∆˜(ν)
(
k+2
)µ−1 (
k−2
)µ¯−1
U
(
λ, µ, i
k+2 k
−
2
ν
)
U
(
λ¯, µ¯, i
k+2 k
−
2
ν
)
(3.2.29)
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Les utuations des modes zéro et exités produisent une non-loalité ara-
térisée par
∆˜(ν) = ∆(ν)− 1
iν
= ψ(iν) + ψ(1− iν)− 2ψ(1) (3.2.30)
Les paramètres
13
des fontions U sont
λ =
1
2
+
M23
2iν
λ¯ =
1
2
+
M¯23
2iν
µ = 1 +
M23 −M21
2iν
µ¯ = 1 +
M¯23 − M¯21
2iν
(3.2.31)
Nous onsidérons à présent A1, l'amplitude entre deux états twistés tahy-
oniques et un état non twisté de masse nulle. Nous dénissons une amplitude
Aµν1 orrespondant à la polarisation ǫµν de l'état non twisté
A1 = ǫµνAµν1 (3.2.32)
et qui s'érit
Aµν1 = out〈f1|Vµν1 (1)|f3〉in (3.2.33)
où l'expression de Vµν1 est donnée par (2.11.34) et orrespond à un état d'im-
pulsion k2.
Nous nous onentrerons sur les amplitudes Aεε¯1 , Aεj1 et Aiε¯1 . ε = ±, ε¯ = ±
de façon indépendante ; i et j sont des indies orrespondant à des diretions
transverses au ne de lumière . Les amplitudes Aij1 sont obtenues omme le
produit de l'amplitude 3.2.29 et de l'amplitude 2.12.6 ave les exposants ij.
Considérons tout d'abord Aεε¯1 . Cette amplitude s'érit
Aεε¯1 = δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
e−k
+
2
k−
2
∆(ν)
in〈f1|T ε,ε¯k2 |f3〉out (3.2.34)
où
T ε,ε¯k2 =
(
α˜ε¯ + ε¯iνkε¯2 −
1
2
kε¯2
)
e−ik
−
2
X+
0
−ik+
2
X−
0
(
αε − εiνkε2 +
1
2
kε2
)
(3.2.35)
Les termes iνk2 provient de l'ordre normal des modes exités, alors que les
termes
1
2
k2 apparaissent lorsqu'on fait ommuter les modes zéro ave l'expo-
nentielle en position entrale. Notons qu'ii la position des modes zéro on-
vient à la représentation x, où les opérateurs α et α˜ sont représentés par les
13
Le paramètre µ ne doit pas être onfondu ave la masse de ne de lumière µ.
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diérentielles ovariantes (2.9.37). L'amplitude, dans l'espae des positions,
s'érit alors
Aεε¯1 (x+2 , x−2 ) = δ−j1+j2+j3,0δ
(∑3
i=1k
⊥
i
)
e∆(ν)∂+∂−
(
∇ε¯ − ε¯iν∂ε¯ + 1
2
∂ε¯
)(
∇ε + εiν∂ε − 1
2
∂ε
)
f ∗1 f3 (3.2.36)
On peut également adopter la représentation de mode, qui permet d'obtenir
des expressions en terme de fontions hypergéométriques U . Dans e as,
l'ordre des modes zéro est diérent selon les signes de ε et ε¯
T++ = t
(
α˜+ − 1
2
(1− 2iν)k+2 .1˜
)
E
(
α+ +
1
2
(1− 2iν)k+2 .1
)
(3.2.37)
T+− = tE
(
α˜− +
1
2
(1− 2iν)k−2 .1˜
)(
α+ +
1
2
(1− 2iν)k+2 .1
)
(3.2.38)
T−+ = t
(
α˜+ − 1
2
(1− 2iν)k+2 .1˜
)(
α− − 1
2
(1− 2iν)k−2 .1
)
E (3.2.39)
T−− = t
(
α− − 1
2
(1− 2iν)k−2 .1
)
E
(
α˜− +
1
2
(1− 2iν)k−2 .1˜
)
(3.2.40)
où 1 et 1˜ représentent l'opérateur identité (le nombre 1) et servent à distinguer
la partie holomorphe 1 et la partie antiholomorphe 1˜ et E = e−ik−2 X+0 −ik+2 X−0 .
On peut onstruire l'expression pour l'amplitude en suivant les règles
suivantes
1. retirer l'exponentielle en position entrale
2. remplaer les opérateurs α±, α˜±, 1 et 1˜ par une fontion appropriée
 1 par (k+2 )
µ−1U(λ, µ, i
ν
k+2 k
−
2 )
 α+ par (k+2 )
µU(λ + 1, µ+ 1, i
ν
k+2 k
−
2 )
 α− par (k+2 )
µ−2U(λ, µ− 1, i
ν
k+2 k
−
2 )
 1˜ par (k−2 )
µ˜−1U(λ˜, µ˜, i
ν
k+2 k
−
2 )
 α˜+ par (k−2 )
µ˜−2U(λ˜, µ˜− 1, i
ν
k+2 k
−
2 )
 α˜− par (k−2 )
µ˜U(λ˜ + 1, µ˜+ 1, i
ν
k+2 k
−
2 )
où les paramètres des fontions U sont dénis omme préédemment
(3.2.31)
3. ajouter aux impulsions un poids exponentiel pour reonstruire la forme
invariante de boost de l'opérateur de vertex : k±2 → k±2 e∓v2 et ajouter
un fateur e−ij2v2 dans l'expression
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4. ajouter un fateur e(ε+ε¯)v2 à l'expression et intégrer sur v2
Ces deux dernières étapes produisent le terme de onservation du moment
inétique de boost δ−j1+j2+j3,0, omme dans les amplitudes préédentes. Un
exemple d'amplitude peut être trouvé dans [26℄. Notons que es règles sont
les mêmes pour des amplitudes à plus de trois ordes, une fois déterminé
l'équivalent de T .
Pour les amplitudesAεj1 , respetivement Aiε¯1 , il sut d'appliquer les résul-
tats préédents à la partie holomorphe, respetivement antiholomorphe, de
l'amplitude et de multiplier par (k1− k3)i, respetivement (k1− k3)j , fateur
qui orrespond à l'autre partie. Nous ne détaillerons pas plus ette situation.
3.2.5 Amplitudes à quatre ordes
Nous nous intéressons aux amplitudes omportant deux états twistés et
deux états non twistés dans le formalisme des opérateurs. Les tehniques
présentées pour les amplitudes à trois ordes s'appliquent tout aussi bien
pour es amplitudes. Nous obtenons le résultat suivant
〈1|T (2)T (3)|4〉 = δ−j1+j2+j3+j4,0 δ
(∑4
i=1k
⊥
i
) ∫ ∞
−∞
dv eij3v
∫
dzdz¯
|1− z|2k⊥2 ·k⊥3 |z|2k⊥3 ·k⊥4 +k⊥3 ·k⊥3 −2 exp
[
− (k+2 k−2 + k+3 k−3 ) ∆˜(ν)]
exp
[
k−2 k
+
3 e
−v
(
G(z; ν) +G(z¯;−ν) + i
ν
z¯−iν
)
+ k+2 k
−
3 e
v
(
G(z;−ν) +G(z¯; ν) + i
ν
z−iν
)]
[
k+2 + k
+
3 e
−vziν
]µ−1 [
k−2 + k
−
3 e
vz¯iν
]µ˜−1
U
(
λ, µ,
i
ν
A(v, z)
)
U
(
λ˜, µ˜,
i
ν
A˜(v, z¯)
)
(3.2.41)
où (λ, ν, λ˜, µ˜) ont la même expression (3.2.31) que pour les amplitudes à trois
ordes à ondition de renuméroter la partiule 3 en 4. Nous avons déni
A(v, z) = (k−2 + k
−
3 e
vz−iν)(k+2 + k
+
3 e
−vziν) (3.2.42)
A˜(v, z¯) = (k−2 + k
−
3 e
vz¯iν)(k+2 + k
+
3 e
−vz¯−iν) (3.2.43)
et
G(z; ν) =
∞∑
n=1
zn+iν
n + iν
=
z1+iν
1 + iν
2F1 (1 + iν, 1; 2 + iν; z) (3.2.44)
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La valeur moyenne dans (3.2.41) a été évaluée pour |z| < 1, mais le même
résultat est valable lorsque |z| > 1 à ause des propriétés des fontions hy-
pergeometriques (voir équation (A.2.2) dans l'annexe A).
Lorsque z → 0 l'amplitude peut se mettre sous la forme
〈1|T (2)T (3)|4〉 → δ−j1+j2+j3+j4,0δ
(∑4
i=1k
⊥
i
) ∫ ∞
−∞
dv ei(j3−j1)v
∫
dzdz¯
|z|2k⊥3 ·k⊥4 +k⊥3 ·k⊥3 −2 exp
[
− (p+2 p−2 + p+3 p−3 ) ∆˜(ν)]
(−1)µ+µ˜ (k+2 )−λ˜ (k−2 )−λ (k+3 )µ−λ−1 (k−3 )µ˜−λ˜−1 z−
1
2
M2
1
− iν
2 z¯−
1
2
M
2
1− iν2
(3.2.45)
où nous avons utilisé le omportement asymptotique de U , donné par (A.1.9),
lorsque z → 0.
L'amplitude diverge lorsque j3 = j1 à ause de la propagation de ordes
twistées ave un moment inétique de boost nul dans le anal intermédiaire.
Cei est similaire au problème disuté dans l'artile [18℄, où les amplitudes de
diusion à quatre ordes non twistées à l'ordre des arbres divergent à ause
d'un abondant éhange de gravitons près de la singularité.
3.2.6 Contre-réation gravitationnelle
Il est impossible ave les tehniques atuelles de aluler la ontre-réation
provoquée par la prodution quantique de partiules et de ordes. Par ontre,
la réponse linéaire des hamps de orde fermée à la pre±ene d'un ondensat
lassique de ordes twistées peut être alulée dans le formalisme perturbatif.
Ajoutons à l'ation de la feuille d'univers un ondensat d'opérateurs de twist
marginaux
Sλ =
∫
dτdσ∂X+∂¯X− + λ−wV+w + λ+wV−w (3.2.46)
w indique le seteur twisté mis en jeu. Cei orrespond à la déformation de
l'espae de Misner hors du point d'orbifold. Cette déformation est marginale
à l'ordre dominant, mais elle induit une fontion à un point non nulle pour
les hamps non twistés
〈eikX〉λ ∼ λwλ−w〈w|eikX| − w〉 , (3.2.47)
qui doit être annulée en ajoutant à Sλ un terme d'ordre λ2 faisant intervenir le
hamp non twisté. Ce hamp est préisément le hamp dont la orde twistée
148
3.3 S-brane et ajustement n des onditions initiales
ave un opérateur de vertex V±w est la soure lassique. D'autre part, ette
même orde twistée est une soure pour les états twistés dans les seteurs
multiples de w
〈V−2w〉λ ∼ λwλw〈w|V−2w|w〉 , (3.2.48)
Grâe aux expressions des amplitudes que nous avons données à la sous-
setion 3.2.4, nous pouvons en prinipe aluler la ontre-réation gravita-
tionnelle (et elle liée aux autres hamps) au premier ordre en λw, mais
nous n'avons pas entrepris es aluls. Cette proédure permet dans le as
de l'orbifold eulidien de régulariser une singularité onique de type ALE,
remplaée par un instanton gravitationnel de type Eguhi Hanson et dont la
géométrie est régulière [89℄. Nous n'avons pas répondu à la question de savoir
si ela fontionne aussi pour la singularité de l'espae de Misner, mais des
avanées signiatives ont été aomplies dans ette diretion [78, 90℄. Nous
en reparlerons au hapitre 4.
3.3 S-brane et ajustement n des onditions
initiales
3.3.1 Le onept de S-brane
Nous terminons par notre étude de la S-brane de Dirihlet, ongura-
tion dépendante du temps partiulièrement simple, mais pas aussi simple à
omprendre. Nous avons évoqué les problèmes liés à l'existene de S-branes
émettant un hamp R-R à la sous-setion (2.13.2). Nous avons herhé au
travers de diérentes approhe de erner mieux la nature de et objet.
Il est néessaire de préiser  S-brane de Dirihlet , ar le mot S-brane
désigne plusieurs onstrutions assez diérentes en théorie des ordes. Une
S-brane désigne de manière générique un défaut topologique loalisé sur une
hypersurfae de genre espae. Cette dénition est la ontrepartie de la dé-
nition première des branes, qui sont loalisées sur une hypersurfae de genre
temps et qui ont été identiées omme telle dans les diérentes théories ef-
fetives de supergravité. Le terme  S-brane  a tendane à être appliqué
à toute solution dépendante du temps, loalisée à un instant donnée (bien
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que ette loalisation puisse être étendue à un intervalle). Le leteur peut se
référer à la revue [91℄ où es solutions sont examinées dans le ontexte de
l'ination.
Les S-branes sont l'un des éléments utilisés pour onstruire des géométries
inationnaires en théorie des ordes, de même qu'une D-brane sert de soure
pour les géométries anti de Sitter (noté AdS) [79℄. Dans des géométries dépen-
dentes du temps plus générales, elles peuvent être utilisées omme des sondes
[17℄ ou omme des surfaes de onditions initiales et/ou nales [92℄.
En théorie des ordes, il existe prinipalement deux onstrutions de S-
brane. Tout d'abord, nous avons vu dans le hapitre préédent (setion 2.10.3)
que la S-brane de Dirihlet
14
est obtenue en imposant des onditions au bord
de Dirihlet à la oordonnéeX0 des ordes ouvertes. Ensuite, il est possible de
onstruire une S-brane sur une D-brane instable. L'évolution d'une D-brane
instable est dérite par adjontion d'un terme de bord tahyonique à l'ation
de orde ouverte. Ce terme orrespond à un potentiel en forme de lohe sur
lequel le tahyon de la orde ouverte  roule  depuis ou vers le vide de orde
fermée (voir [93℄ pour une revue du sujet). Une S-brane dans e ontexte est
une solution de type kink
15
temporel sur la D-brane instable. Les deux types
de S-branes ne sont pas omplètement étrangers l'un à l'autre : dans ertains
as, on peut voir une S-brane sur une D-brane instable omme un réseau de
S-branes de Dirihlet en temps imaginaire [94℄.
Nous avons vu à la setion 2.13 que les S-branes de Dirihlet émettant
un hamp R-R et un hamp NS-NS réels n'existaient pas en théorie de type
II. Il est don utile d'évaluer la  stabilité spatiale  des S-branes existantes
(qui n'émettent qu'un hamp NS-NS), de même qu'on évalue la stabilité
temporelle des D-branes en alulant notamment le taux de désintégration
d'une paire de D-brane. L'équivalent du taux de désintégration peut être
alulé pour une S-brane de Dirihlet et nous exposerons ela à la sous-
setion 3.3.3. Nous ommençons par exposer le lien entre une onguration
de S-brane et une onguration de hamp életrique et les enseignements
qu'il nous permet de tirer.
14
Elle a été étudiée en premier par les auteurs de [65℄.
15
Nous onservons le terme anglais.
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3.3.2 S-brane et hamp életrique surritique
D'après la dénition première que nous avons donnée des S-branes, on
voit que le terme S-brane de Dirihlet s'applique à toute ondition au bord
de forme
∂τ (X
1 − vX0) = 0 , ∂σ(X0 − vX1) = 0 (3.3.1)
où X1 est une oordonnée spatiale arbitraire et |v| > 1. Pour |v| < 1, nous
avons à faire à une D-brane et pour |v| = 1 il s'agit d'une brane extrêmale,
'est-à-dire une D-brane de genre lumière. Une D-brane immobile est obtenue
en posant |v| = 0 tandis qu'une S-brane xée à un instant préis orrespond
à |v| → ∞. Nous onsidérons seulement le as de la S-brane |v| > 1. Les
onditions au bord orrespond à la onguration obtenue par T-dualité sur
la oordonnée X1 s'érivent
∂σX
1 − v∂τX0 = 0 , ∂σX0 − v∂τX1 = 0 (3.3.2)
e qui, omme on peut le vérier en se reportant à l'équation (2.6.16), or-
respond à un hamp életrique surritique
16 F01 = v, onstant et uniforme,
déni sur la surfae d'univers d'une D-brane dans les diretionsX0, X1. Rap-
pelons que par T-dualité sur la oordonnée temporelleX0, on obtiendrait une
onguration ave un hamp életrique sous-ritique F01 =
1
v
mais de théorie
II
⋆
[79℄, théorie qui reste mal omprise.
Un tel hamp életrique surritique surmonte la tension des ordes ou-
vertes qui sont étirées jusqu'à atteindre une longueur innie. Lorsque |v| →
∞, la onguration de feuille d'univers qui dérit e proessus est dénie par,
dans l'approximation de orde rigide,
X0 = x0 + wσ (3.3.3)
X1 = x1 +
1
F
wτ (3.3.4)
X⊥ = 2α′p⊥τ (3.3.5)
16
L'ation de Born-Infeld (2.10.3), shématiquement
√
1− F 2, impose a priori la valeur
limite 1 (un fateur 2πα′ est inlus dans F ) à l'intensité du hamp életrique F . Par
ailleurs, des ongurations de hamps surritiques ont été réemment étudiées dans [95℄.
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Nous avons supposé que les deux extremités des ordes ouvertes obéissaient
aux mêmes onditions au bord. Les onditions de Virasoro imposent
w2 = 4α′(α′p2⊥ + (N − a))
F 2
F 2 − 1 (3.3.6)
où a est la onstante d'ordre normal (1 en théorie bosonique, 1
2
, respetive-
ment 0, en théorie de superordes dans le seteur de Neveu-Shwarz, respe-
tivement de Ramond). Si l'on ajoute les utuations à la onguration rigide
dérite par (3.3.5), la feuille d'univers peut être vue omme un proessus
de nuléation de dipoles qui s'étirent et forment rapidement une orde de
longueur innie (voir gure 3.5). Ce proessus déharge les plaques du on-
densateur qui produit le hamp életrique et ramène elui-i à une valeur
ritique ou sous-ritique. Dans la onguration T-duale, on imagine alors
que la S-brane est ourbée de façon à former une brane extrêmale ou même
des paires D-brane, anti-D-brane à partir d'une ertaine distane.
X 1
Xk
X0
feuille d'univers utuante
Fig. 3.5  La feuille d'univers dans l'approximation rigide est délimitée par les
lignes en pointillés tandis que sans approximation elle est délimitée par les lignes
ontinues. Si nous suivons les points de la feuille d'univers à X0 onstant lorsque
X0 augmente, nous onstatons l'apparition de diples omportant deux harges
e0 (nous onsidérons le bord inférieur de la feuille d'univers). Ces diples oales-
ent rapidement pour former une orde de longueur  innie , qui déharge le
ondensateur.
Ainsi l'image de ontre-réation életrique par réation de paires suggère
une ontre-réation gravitationnelle induite par la S-brane, e que nous pou-
vons examiner en alulant la fontion de partition à une boule.
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3.3.3 Amplitude du vide à une boule, longueur de or-
rélation de S-brane
Préisons un peu la signiation physique de la fontion de partition.
Pour deux D-branes statiques, l'amplitude du vide à une boule est égale à
l'énergie d'interation entre les deux D-branes, multipliée par un fateur inni
orrespondant à la durée innie de l'interation. En eet, si l'on onsidère
l'amplitude omme l'amplitude à l'ordre des arbres pour des ordes fermées
se propageant entre les deux D-branes, elle-i s'érit shématiquement
Z = i
2
∫
dDx dDy J1(x)GF (x− y)J2(y) = TEint (3.3.7)
où GF est le propagateur de Feynman,
J1(x
0, xi) = q1δ(x
i − xi1) , J2 = q2δ(xi − xi2) (3.3.8)
sont les soures représentants les D-branes au repos et E
int.
est l'énergie d'in-
teration. Ce résultat en terme d'énergie d'interation se justie en quan-
tiant le long de la diretion temporelle x0. Si l'amplitude, et don ette
énergie d'interation, a une partie imaginaire non nulle, l'état de paire de
D-branes a une durée de vie nie : le taux de désintégration est de l'ordre
de 1/ ImE
int
[J ]. Cei a été appliqué pour aluler le taux de désintégration
des D-branes instables dans [96, 97℄. La même interprétation est valable pour
les S-branes à ondition de onsidérer l'amplitude omme le résultat d'une
quantiation le long d'une diretion spatiale ommune aux deux S-branes,
x1 pour la dénir. Alors l'amplitude du vide à une boule orrespond au pro-
duit entre une longueur innie d'interation L et une impulsion d'interation
le long de x1, due aux éhanges de ordes fermées entre les deux S-branes.
Z = LP
int
(3.3.9)
Si l'impulsion d'interation présente une partie imaginaire non nulle, ela est
interprété omme une  désintégration  au ours d'une évolution  tem-
porelle  selon x1, après une distane aratéristique 1/ ImP
int
[J ]. Nous re-
viendrons sur ette interprétation après le alul.
Nous onsidérons deux S-branes de Dirihlet, xées à des instants re-
spetivement x00 et x
0
1 ainsi qu'à des positions respetivement x
i
0 et x
i
1. Nous
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rappelons que ∆ est la séparation entre les S-branes et nous supposerons
qu'elle est de genre temps.
∆2 = (x01 − x00)2 − (xi1 − xi0)2 (3.3.10)
En appliquant l'expression (2.9.13) à notre onguration de S-branes, nous
pouvons érire la relation de ouhe de masse suivante
p2k =
∆2
4π2α′2
+
a−N
α′
(3.3.11)
où k désigne les diretions parallèles à la S-brane et a la onstante d'ordre
normal (a = 1
2
dans le seteur NS et a = 0 dans le seteur R). Nous onstatons
qu'il existe une innité d'états tahyoniques et seulement un nombre ni
d'états physiques (ar nous avons supposé que ∆2 > 0). L'interprétation de
es états tahyoniques n'est pas laire, mais nous pouvons en voir l'eet sur
l'amplitude du vide.
La seule diérene entre l'amplitude pour les S-branes et elle pour les
D-branes se trouve dans la partie onernant les modes zéro. En eet, dans
le anal de orde ouverte,
Z = 1
2
Vp+1
∫ ∞
0
dt
t
∫
dp+1pk
(2π)p+1
e−t[2πα
′p2k−∆2/(2πα′)]Z∗ (3.3.12)
où
Z∗ = −16
∏∞
n=1(1 + q
2n)8 + q−1
∏∞
n=1(1 + q
2n−1)8∏∞
n=1(1− q2n)8
(3.3.13)
ave q = e−πt. Le premier produit inni orrespond à la fontion de partition
des modes exités des ordes ouvertes dans le seteur de Ramond, le seond à
la fontion de partition des modes exités dans le seteur de Neveu-Shwarz
(les deux sont sans insertion de projeteur). Ces deux termes orrespondent,
dans le anal de orde fermée à l'éhange de ordes fermées dans le seteur
NS-NS uniquement. Dans le as des D-branes émettant un hamp R-R, il
existe un troisième terme, orrespondant dans le anal de ordes ouvertes à
la fontion de partition des modes exités dans le seteur de Neveu-Shwarz et
dans le anal de ordes fermées à la fontion de partition des modes exités
dans le seteur R-R, mais omme nous avons vu qu'il n'existait pas de S-
branes émettant de hamp R-R en théorie de type II, du moins dans le
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adre du formalisme perturbatif, e terme n'est pas présent dans l'expression
(3.3.12). L'identité abstruse de Jaobi permet de remplaer les deux termes
de produits innits par le terme du seteur R-R dont l'expression est plus
simple, e qui nous failitera l'étude ultérieure. Ainsi, l'amplitude s'érit pour
deux Sp-brane
Z = 1
2
Vp+1
∫ ∞
0
dt
t
∫
dp+1pk
(2π)p+1
e−t[2πα
′p2k−∆2/(2πα′)]q−1
∏∞
n=1(1− q2n−1)8∏∞
n=1(1− q2n)8
.
(3.3.14)
Malgré les apparenes, le seteur R-R est bien absent !
Une diérene ave l'amplitude pour les D-branes mérite d'être relevée :
l'intégrale sur les impulsions pk orrespondant aux diretions du volume d'u-
nivers de la S-brane est onvergente sans qu'on ait besoin de faire une on-
tinuation analytique. D'autre part, et il s'agit maintenant d'un point om-
mun, nous avons une divergene ultraviolette quand t→ 0, qui orrespond à
l'éhange d'états de masse nulle de orde fermée.
Point ruial, il existe des divergenes infrarouges qui s'aggravent lorsque
la séparation ∆ augmente. Ces divergenes ont en réalité un sens physique
bien préis qui est mis en évidene par la régularisation préonisée dans [98℄.
En eet, elles orrespondent en fait à une partie imaginaire non nulle pour
l'amplitude des S-branes
ImZ ∝
n∗∑
n=−1
an
(
∆2
2π2α′
− n
) p+1
2
(3.3.15)
où n∗ est la partie entière de ∆
2
2π2α′
et an sont les oeients de Fourier de la
forme modulaire suivante
ϑ44
η12
= q−1
∞∏
n=1
(1− q2n−1)8
(1− q2n)8 :=
∞∑
n=−1
anq
n (q = e−πt) (3.3.16)
Ces oeients sont donnés par la formule de Rademaher (nous invitons le
leteur à se référer à [99℄ et aux référenes qui y sont données). En tronquant
la somme de Kloosterman au premier terme nous obtenons
17
une très bonne
17
Le fateur (−1)n+1 provient justement de e premier terme de la somme de Klooster-
man.
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approximation
an = π(−1)n+1n−5/2I5
(
2π
√
n
) ∼ (−1)n+1n−11/4e2π√n (3.3.17)
Notons en partiulier que la série des an est alternée. Le omportement de
roissane exponentielle de es oeients, appelée roissane de Hagedorn,
permet d'approximer la série de (3.3.15) par le dernier terme non nul
|ImZ| ∼ ∆− 112 e∆
√
2/α′
(3.3.18)
Le omportement détaillé de la somme en tant que fontion de∆, notamment
ses osillations est illustré dans la gure 3.6.
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Fig. 3.6  À gauhe : log|ImZ| (en rouge) en fontion de ∆. La ourbe ne peut
être distinguée de son approximation (3.3.18) (en noir), mais ne reproduit pas les
osillations. À droite : nous avons grossi l'intervalle ∆ ∈ [10, 11] pour mettre en
évidene es osillations. Nous avons hoisi p = 2 et α′ = 12π pour les deux ourbes.
Lorsque
∆2
2π2α′
est entier, le dernier terme de la somme s'annule et la somme
est dominé par l'avant-dernier terme, dont le signe dépend de la parité de
n∗. Cei permet de onlure que l'amplitude s'annule une innité de fois,
e qui orrespond à des paires de S-branes d'extension spatiale innie qui
peuvent se former pour des séparations temporelle dont la valeur est xée très
préisement. Toutefois, en général, la longueur de orrélation est de l'ordre
de l'éhelle de orde
√
α′.
La onlusion que nous avons tirée dans notre artile [66℄ visait à mettre
en évidene le aratère hautement ajusté des ongurations de S-brane et à
rejeter es ongurations omme des andidats génériques à des géométries
dépendentes du temps. Malgré e aratère d'exeption, nous pouvons lire e
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résultat d'une manière perpendiulaire. Les valeurs de ∆ où la partie imagi-
naire de Z s'annule, que nous noterons ∆n donnent la séparation temporelle
entre deux S-branes d'extension innie. Nous pouvons ainsi dire que si une
S-brane  stable , 'est-à-dire d'extension spatiale innie, apparaît à l'in-
stant t, alors une seonde S-brane  stable  apparaîtra à l'un des instants
t+∆n.
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Chapitre 4
Perspetives
4.1 Résumé des résultats
L'étude de la onguration des ondes planes életromagnétiques à prol
linéaire a fait apparaître plusieurs phénomènes.
 Il existe une valeur ritique du gradient à partir de laquelle se développe
une instabilité. Les ordes ouvertes deviennent marosopiques ar leur
tension est ompensée par les hamps. Elles s'étirent alors jusqu'à at-
teindre le ondensateur qui rée le hamp des ondes planes et le déhar-
gent. Ce phénomène est l'équivalent non relativiste du hamp ritique
en életrodynamique de Born-Infeld
 La onguration est instable mais il est possible de la stabiliser en
ajoutant un hamp magnétique onstant (ou en modulant de manière
paramétrique le gradient des hamps életromagnétiques. L'instabilité
due au gradient ritique n'est pas modiée par ette stabilisation.
Nous avons par ailleurs eu l'oasion de vérier la dualité de feuille d'univers
dans une onguration non triviale et pu aluler, moyennant ertaines ap-
proximation, les eets de la dépendane en temps, notamment la prodution
de modes. Nous avons enn mis en évidene la ontre-réation de la orde
sur le potentiel de l'onde plane.
L'espae de Misner nous a fourni un as d'éole de singularité osmologique
tout en nous permettant d'utiliser le formalisme perturbatif. Dans le adre
de ette thèse, en nous appuyant sur l'étude de la quantiation [19℄ et des
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modes twistés [20℄, nous avons étudié les amplitudes à l'ordre des arbres à
trois ou quatre points. Nous avons réussi à aluler les amplitudes faisant in-
tervenir deux états twistés en utilisant le formalisme d'opérateur. Pour ela, il
a fallu adapter la dénition de l'ordre normal des opérateurs de vertex, e qui
a mis en évidene un étalement des uuations quantiques des modes exités
sur une distane ∆(ν). Cette distane roît omme log ν lorsque ν tend vers
l'inni et peut ainsi être arbitrairement grande. Cet eet est qualitativement
similaire à la géométrie non-ommutative.
Le alul des amplitudes à quatre points permet de mettre en évidene
des divergenes provoquées par la propagation de ordes twistées ave un mo-
ment inétique de boost nul dans le anal intermédiaire, similaire à e qui a
été onstaté dans [18℄ pour les gravitons. Les amplitudes à trois points perme-
ttent d'envisager le alul perturbatif de la ontre-réation gravitationnelle,
e que nous laissons pour un travail futur.
Enn, nous nous sommes intéressés à la S-brane de Dirihlet. Après avoir
montré en détail qu'une S-brane émettant un hamp R-R réel n'existait pas
en théorie de type II, nous avons étudié les propriétés de  stabilité  des
S-branes  instables . Nous avons mis en évidene un omportement très
partiulier dû aux divergenes infrarouges de l'amplitude à une boule de
ordes ouvertes tendues entre deux S-branes. En eet, pour ertaines valeurs
bien préises de la séparation entre les deux S-branes, le système possède
une extension spatiale innie. Cei permet d'une part de onlure que es
ongurations orrespondent à un ajustement inni des onditions initiales
et d'autre part de prédire l'ensemble des dates auxquelles une S-brane d'ex-
tension spatiale innie peut apparaître si une première S-brane d'extension
innie est déjà apparue à un instant donné (ou inversement, les dates de
première apparition d'une S-brane innie sahant qu'une seonde apparaîtra
à un instant donné).
4.2 Limites et espoirs du alul perturbatif
Nous avons herhé à montrer tout au long de e mémoire omment le
formalisme perturbatif pouvait être exploité pour faire des aluls préis d'ob-
servables intéressantes dans des ongurations dépendantes du temps. Il ap-
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paraît ependant que la omplexité formelle de ertains résultats limite la
possibilité de tirer des onlusions physiques voire ne permet pas de saisir le
omportement de ertaines ongurations.
Toutefois, et éueil est moins dû à une faiblesse inhérente à ette ap-
prohe qu'à la diulté de mener les aluls et d'explorer l'ensemble des
pistes possibles. Nous souhaitons lore e mémoire en illustrant e propos.
En étudiant l'espae de Misner, nous avions espoir que le alul des ampli-
tudes nous permette de préduire le destin de la singularité, notamment par
le alul perturbatif de la ontre-réation gravitationnelle.
Les artiles [78, 90℄, s'appuyant notamment sur les travaux préédents
[19, 20, 26℄ et dans la même démarhe, ont pu, à partir de l'étude des ordes
ouvertes et des D-branes dans l'espae de Misner, sonder la ondensation
du tahyon de orde fermée à l'aide de D-instantons et onstruire un mod-
èle eetif. Ils ont ainsi montré qu'après la ondensation, β avait diminué,
 élargissant  ainsi l'espae de Misner. Bien que l'analyse faite à partir des
D-instantons ne soit valable que sur une distane de l'ordre de la longueur
de la orde, e résultat est très enourageant et apporte un premier élément
de réponse quant-au destin de la singularité.
D'autre part, dans une approhe diérente [100, 101℄, la struture de
l'espae-temps à l'endroit où lassiquement la singularité est attendue a pu
être élairie : dans [102℄, une analyse de modèle de matrie suggère que la
singularité n'est pas une desription orrete du vide en présene des paires
de ordes enroulées produites par eet tunnel (voir sous-setion 3.2.3) et
qu'il faut la remplaer par un espae-temps non ommutatif. Cette nouvelle
struture est interprétée [100, 102℄ omme l'apparition d'une éhelle de temps
tc de l'ordre de
√
α′ logw, égale au omportement à grand w du fateur de
polarisation
√
∆(ν) de la orde twistée (voir sous-setion 3.2.4), en deça de
laquelle la notion de temps n'existe pas.
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Annexe A
Dénitions et formules utiles
Nous réunissons ii les dénitions et relations qui nous ont été utiles
au ours de nos aluls et qui ne sont pas souvent utilisées dans d'autres
ontextes. Ainsi, nous n'aborderons pas les fontions modulaires, dont les
propriétés utiles sont par exemple données dans l'appendie de [80℄.
A.1 La fontion hypergéométrique U et les fon-
tions de Whittaker M et W
A.1.1 Dénition des fontions
Nous nous inspirons de la présentation faite dans [103℄ et nous en adoptons
les onventions. Il y a quatre fontions appelées fontions hypergéométriques
onuentes : la fontion de Kummer 1F1, sa fontion assoiée U et les deux
fontions de Whittaker Mk,m(x) et Wk,m(x). La fontion 1F1(a, b, x) est la
solution la plus simple de l'équation de Kummer, un as partiulier d'équation
diérentielle hypergéométrique généralisée,
xy′′ + (b− x)y′ − ay = 0 (A.1.1)
où y est une fontion de x, y′ et y′′ ses dérivées première et seonde, a et b
des onstantes. La solution 1F1(a, b, x) est dénie par la série entière suivante,
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lorsque b 6∈ {0,−1,−2, . . .}
1F1(a, b, x) =
∞∑
n=0
(a)n x
n
(b)n n!
(A.1.2)
où la notation (a)n désigne a(a + 1) . . . (a+ n− 1).
La fontion hypergéométrique onuente de Triomi U est une autre so-
lution de l'équation (A.1.1) dénie par
U(a, b, x) =
Γ(1− b)
Γ(1 + a− b)1F1(a, b, x) +
Γ(b− 1)
Γ(a)
x1−b1F1(1 + a− b, 2− b, x)
(A.1.3)
U est une fontion multivaluée de x, la branhe prinipale est hoisie omme
étant elle qui se trouve dans le plan omplexe de x oupé le long la partie
négative de l'axe réel. Notons également que U est dénie pour b nul ou entier
négatif, par exemple à l'aide de l'expression suivante,
U(a, b, x) =
π
sin(πb)
(
1F1(a, b, x)
Γ(1 + a− b)Γ(b) −
x1−b1F1(1 + a− b, 2 − b, x)
Γ(a)Γ(2− b)
)
(A.1.4)
Les fontions de Whittaker peuvent être dénies par les expressions suiv-
antes
Mk,m(x) = x
1
2
+m e−
1
2
x
1F1(
1
2
+m− k, 1 + 2m, x) (A.1.5a)
Wk,m(x) = x
1
2
+m e−
1
2
xU(
1
2
+m− k, 1 + 2m, x) (A.1.5b)
A.1.2 Relations utiles onernant U
La fontion U admet la représentation intégrale suivante
U(a, b, x) =
1
Γ(a)
∫ ∞
0
e−xtta−1(1 + t)b−a−1dt (A.1.6)
ave Re a > 0 et Re x > 0. Dans nos aluls, la ondition sur a est satisfaite,
mais x ∈ iR . Il est possible néanmois de faire tourner le ontour d'un angle
φ et de prendre la limite φ→ 0 :
U(a, b, x) =
1
Γ(a)
∫ ∞ eiφ
0
e−xtta−1(1 + t)b−a−1dt (A.1.7)
164
A Dénitions et formules utiles
ave −π
2
< φ+ arg x < π
2
.
Le premier théorème de Kummer s'érit pour U
U(a, b, x) = x1−b U(1 + a− b, 2− b, x) (A.1.8)
Enn, le omportement asymptotique de U lorsque x est
U(a, b, x) ∼ x−a (A.1.9)
lorsque Re a > 0.
A.2 La fontion hypergéométrique 2F1
La fontion 2F1(a, b; c; x) est une solution de l'équation diérentielle hy-
pergeométrique suivante, onnue aussi sous le nom d'équation Fuhsienne de
type général,
x(1 − x)y′′ + [c + (1 + a+ b)x]y′ − ab y = 0 (A.2.1)
Nous avons adopté les mêmes notations que dans la Setion préédente A.1
Parmi les relations de transformation prinipales, nous mentionnons elle-
i
2F1(a, b; c; x) =
Γ(b− a)Γ(c)
Γ(b)Γ(c− a)(−x)
−a
2F1
(
a, a− c+ 1; a− b+ 1; 1
x
)
+
Γ(a− b)Γ(c)
Γ(a)Γ(c− b)(−x)
−b
2F1
(
b, b− c+ 1; b− a+ 1; 1
x
)
(A.2.2)
La fontion 2F1(a, b; c; x) admet le développement en série entière suivant
2F1(a, b; c; x) =
∞∑
n=0
(a)n(b)n
(c)n
xn
n!
(A.2.3)
En partiulier, nous avons la relation suivante, qui intervient à plusieurs
reprises dans nos aluls,
G(z; v) =
∞∑
n=1
zn+iν
n+ iν
=
z1+iν
1 + iν
2F1(1 + iν, 1; 2 + iν; z) (A.2.4)
où la première égalité dénit la notation G(z; ν)
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Dans la limite où z → 1, nous avons le omportement asymptotique
suivant
G(z; ν) = − log(1− z) + ψ(1)− ψ(1 + iν) +O(z − 1) (A.2.5)
où ψ est la fontion digamma.
A.3 La fontion digamma ψ
La fontion digamma, notée ψ, est la dérivée logarithmique de la fontion
Γ, ou enore
ψ(x) =
1
Γ(x)
dΓ(x)
dx
(A.3.1)
En partiulier, ψ(1) est la onstante d'Euler γ.
A.4 Relations utiles
A.4.1 Resommation de Poisson
Soit f(x) une fontion admettant une transformée de Fourier F [f ](ω)
dénie par
F [f ](ω) = 1
2π
∫ ∞
−∞
dxf(x) eiωx . (A.4.1)
On a alors ∑
n∈Z
f(2πn) =
∑
n∈Z
F [f ](n) (A.4.2)
En partiulier pour f(x) = eax
∑
n∈Z
e2πan =
∑
n∈Z
δ(a + n) (A.4.3)
D'autres formules intéressantes peuvent être obtenues en hoisissant pour f
une gaussienne (voir [80℄, Appendix A).
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A.4.2 Une formule de trigonométrie hyperbolique
Nous mentionnons pour référene la formule de trigonométrie suivante
arctanh(x) =
1
2
ln
∣∣∣∣1 + x1− x
∣∣∣∣ (A.4.4)
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